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Resumo: As algebras de Lie surgiram com Sophus Lie na década de 1870, dentro de seu
programa de estender, as equagoes diferenciais, a teoria de Galois para equagoes algébricas.
As idéias de Lie evoluiram para a Teoria de Lie, como é conhecida atualmente. A Teoria de
Lie se ocupa do estudo das dlgebras e grupos de Lie. Atualmente esta teoria é desenvolvida
em centros de pesquisa em matematica e também é aplicada em outras ciéncias, como por
exemplo a fisica. Neste trabalho foram pesquisadas as propriedades da algebras de Lie, prin-
cipalmente as caracteristicas das algebras de Lie soliveis e nilpotentes.

Palavras chave: Teoria de Lie. Série de Composicao. Ideal.

Abstract: The Lie algebras arose with Sophus Lie in the decade of 1870, within its program
to extend to the equations differentials, to the Galois theory of algebraic equations. Ideas
Lie developed the theory of Lie, as it is known today. The Theory of Lie is dealing with
the study of groups and Lie algebras. Today this theory is developed in research centers in
mathematics and is also applied in other sciences, such as the physics. In this work were
investigated the properties of Lie algebras, especially the characteristics of the algebras of
Lie soluble and nilpotent.
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1 Introdugao

As algebras de Lie surgiram com Sophus Lie na década de 1870, dentro de seu pro-
grama de estender, as equagoes diferenciais, a teoria de Galois para equacoes algébricas. A
idéia de Lie, de olhar os grupos de transformacoes como sendo constituidos por grupos a uma
parametro, obtidos por solucoes de equagoes diferenciais ordindrias, foi crucial como ponto
de partida e para o desenvolvimento da imensa teoria construida desde entao. As algebras
de Lie aparecem como objetos infinitesimais associados aos grupos de transformagoes como
o colchete da algebra correspondendo ao comutador do grupo. Um exemplo tipico é o de um
grupo de transformagoes lineares inversiveis: exponenciais dos elementos de uma algebra de
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O termo “dlgebra de Lie” foi popularizado a partir da década de 1920 com Hermann
Weyl, em substituicao ao “grupo infinitesimal” que se utilizava desde os tempos de Lie.

Os “grupos infinitesimais” foram considerados, a principio, como objetos concretos
associados a grupos de transformacoes. Um dos programas de Lie era o de classificar os
grupos de transformagoes agindo num determinado espaco. Deve-se a Wilhelm Killing a
idéia de dividir esse problema em dois: o de classificar o objeto abstrato que corresponde a
algebra de Lie e posteriormente analisar as agoes dos grupos correspondentes, mais detalhes
sobre este assunto pode ser encontrado em [3].

Atualmente, no Brasil, existem diversos programas de pos-graduagao em matematica,
como por exemplo, o da Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP) e o da Universi-
dade Estadual de Maringd (UEM), pesquisando propriedades dos grupos e algebras de Lie, aja
visto a descoberta de poderosas ferramentas aplicdveis na Teoria de Grupos [7] em Sistemas
Alternantes [5]. Recentemente, como podemos ver nos trabalhos [1], [2] e [4] de Andrada,
Barberis, Dotti, Fino, San Martin e Licurgo Santos, muitos e importantes resultados foram
alcangados nos estudos das algebras e grupos de Lie soluveis e nilpotentes.

O objetivo deste trabalho é estudar os conceitos e demonstrar os resultados mais

relevantes envolvendo as algebras de Lie nilpotentes e soliveis.

2 Conceitos Basicos

Esta é uma secao introdutéria, formada em sua maior parte pelas definigoes dos con-
ceitos que formam a linguagem bésica da Teoria das Algebras de Lie. Esses conceitos servem

de base para o ententimento das algebras de Lie soltveis e nilpotentes.

Definicao 2.1 Uma Algebm de Lie consiste de um espaco vetorial g munido de wm produto,

chamado de colchete ou comutador

[J:gxg—g
com as sequintes propriedades:
1. € bilinear;
2. é anti-simétrico, isto €, [X, X] = 0 para todo X € g.
3. satisfaz a identidade de Jacobi, isto é, para todo X,Y,Z € g;

X, [Y, Z]) + [2,[X. Y]] + [V, [2, X]] = 0.

Uma &lgebra de Lie g é abeliana se [X,Y] = 0, para todos X,Y € g.

Como conseatiencia direta da definicao de aleebra de T.ie sectie o sectiinte re<uiltado



Proposicao 2.2 Seja g uma dlgebra de Lie, entao para todos X,Y,Z € g:
L [X,Y]=-[v,X];
2. [ X, [V, Z] = [[X,Y], Z] + [V, [X, Z]];
31X, Y], Z)=[X,Z2], Y]+ [X,]Y, Z]].

Demonstracao. Seja X +Y € g, pela anti-simetria

X4+Y,X+Y]=0 = X, X|+X, Y]+ [\, X]+[\.Y]=0
= (X, Y]+ [Y,X]=0
= (X, Y] = [V, X]
isto mostra (1). Para (2) e (3) basta aplicar (1) e a identidade de Jacobi. =
Em geral, uma algebra ¢ um espago vetorial g munido de um produto, isto é, uma
aplicacao de gx g a valores em g. Qualquer aplicacao deste tipo que mereca o nome de produto
deve ser bilinear. A anti-simetria e a identidade de Jacobi sao caracteristicas das algebras
de Lie. Outros tipos de algebras tem outros tipos de propriedades que as definem. Existem
por exemplo, as dlgebras associativas, para as quais a propriedade adicional é x (yz) = (zy)z.
Aqui convém observar que o colchete de Lie ndao é, em geral, associativo, pois em qualquer

circunstancia [[X, X],Y] = 0 e no entanto [X, [X, Y]] nem sempre se anula.

Definicao 2.3 Seja g uma dlgebra de Lie. Uma subdlgebra de g é um subespaco vetorial b

de g que € fechado pelo colchete, isto é, [X,Y]| € b, quaisquer que sejam X,Y € b.

Uma subdlgebra de Lie ¢ uma &algebra de Lie com a estrutura herdada pela estrutura

de g.

Exemplo 2.4 Seja gl (n,k) o espago de todas as trasformagaoes lineares de um espago vetorial
de dimensao n sobre o corpo k que € o mesmo que o espaco das matrizes nxn com coeficientes
em k. O colchete é dado por:

(X,)Y]=XY -YX,

com X eY matrizes. Muitas vezes estas dlgebras serao indicadas por gl(n) apenas, sem
especificar o corpo quando este nao for relevante. Da mesma forma, a dlgebra das trans-

formagoes lineares de um espago vetorial V- serd denotada por gl (V).

O exemplo acima se estende para espacos de tranformagoes lineares de espagos veto-
riais que nao sao de dimensao finita, como o colchete dado da mesma forma pelo comutador.

1Tm exembdlo mais ceral ainda é formado pela sectiinte familia de Sleebras de T.ie



Exemplo 2.5 Algebms de Lie provenientes de dlgebras associativas. Seja 2 uma dlgebra
associatia e em A defina o colchete pelo comutador
[z,y] = 2y — yz z,y €A
Este colchete define em A uma estrutura de dlgebra de Lie.
Exemplo 2.6 O conjunto sl (n,k) = {X € gl(n,k) : trX = 0} é uma subdlgbra de gl (n,k).
De fato, sejam A,xn € Bnxn matrizes tais que trA =0 e trB = 0. Temos que
tr[A,B] = tr(AB — BA)
= trAB —trBA
= 0
Logo (A, B] € sl(n,k) e portanto sl (n,k) € uma subdlgebra. Como no caso de gl(n),

muitas vezes se denotard estas dlgebras apenas por sl (n) .

2.1 Algebras de Lie de dimensao 1 e 2

Proposicao 2.7 Seja g uma dlgebra de Lie. Se dimg = 1, entao g € abeliana.

Demonstracao. Seja Z uma base de g. Se X,Y € g, entao existem « e (3 tais que X = aZ
eY = (Z, asssim
(X,Y] =[aZ,6Z] = ab|Z, Z] = aB0 = 0.
Portanto g é abeliana. m
A proposigao acima, caracteriza as algebras de Lie unidimensionais. O préximo resul-

tado caracteriza as algebras de Lie de dimensao 2.

Proposicao 2.8 Seja g uma dlgebra de Lie. Se dimg = 2, entao g € abeliana ou existe uma
base {X,Y} de g tal que
(X,Y]=Y.

Consequentemente, o colchete de dois elementos quaisquer de g € dado por
[aX 4+ b0Y,cX +dY]| = (ad — bc) [X,Y] = (ad — be)Y.
Demonstragao. De fato, suponha que g nao seja abeliana e tome uma base {X’, Y’} de g.
Entao [X',Y'] # 0, pois caso contrério g seria abeliana. Seja Y7 = [X',Y”], e escolha X" tal
que {X”,Y”} seja base de g. Entdo X7 =aX' +0Y";Y” =cX' +dY' e
(X7, Y] = aY”
com « # 0 (pois X”,Y" é base e dai que se &« = 0 a &lgebra seria abeliana). Os elementos

XY —1lY” oV —V” formam a base reaiierida  m



3 Generalidades algébricas

As generalidades algébricas, a que nos referimos sao as nogoes de morfismo, quociente
e produto. Essas nogoes fazem sentido e funcionam da mesma forma para uma grande

variedade de estruturas algébricas e serao catalogadas, a seguir, para as algebras de Lie.

Definigao 3.1 Uma transformagao linear ¢ : g — b (com g e by dlgebras de Lie) é um:
(1)homomorfismo se ¥ [X,Y] = [(X),¥(Y)];

(2) isomorfismo se for um homomorfismo inversivel;

(8) automorfismo se é um isomorfismo e g = b.

Duas dlgebras de Lie g e § sao isomorfas se existe um isomorfismo ¢ : g — b.

Segue da definigao acima que os homomorfismos entre algebras abelianas sao as trans-
formacoes lineares. Além disso, duas algebras abelianas sao isomorfas se e somente se elas
tem a mesma dimensao. Se ¥ : g — b é homomorfismo e § é abeliana entao ker vy contém
todos os elementos da forma [X, Y], X,Y € g, pois ¢ [X,Y] = [¢ X,¢vY] = 0.

Duas algebras de Lie de mesma dimensao podem nao ser isomorfas. De fato, sejam g
e g, algebras de Lie de dimensao 2 em que, g é abeliana e g, nao é abeliana.

Suponhamos que ¢ : g — g, seja um isomorfismo. Seja {A, B} uma base de g se
X =T(A) e Y =T(B), entao {X,Y} é uma base de g,. Por contradi¢ao suponhamos que
[X,Y] =0, como g, ndo é abeliana existem Z; = aX + 1Y, Zy = @ X + (52Y € g,, tais que
[Z1, Z3] # 0. Mas por outro lado,

[Z17 ZQ] = [OéX + 61Y, OJQX + ﬁQY] = 0.

Portanto [X,Y] # 0.
Sendo ¢ um isomorfismo, ¢[A4, B] = [¢p(A),¢(B)] = [X,Y] mas, ¢[A, B] = ¢(0) = 0. Por
outro lado, [¢(A), ¢(B)] = [X,Y] # 0. Portanto ¢ nao é um isomorfismo.

Uma forma de verificar que algebras de Lie de dimensao finita sao isomorfas é através
do colchete entre elementos de suas bases. Seja g uma algebra de Lie e {X7, ..., X,,;} uma
base de g. Tomando dois elementos X;, X; desta base, o colchete entre eles [X;, X;] pode ser

escrito como combinagao linear
(X, Xj] =) X
iy Axj] — ij<vk
k

Os coeficientes cfj sao denominados constantes de estrutura da algebra em relacao & base.

Estas constantes determinam a algebra, a menos de isomorfismo. De fato, seja h uma algebra



de Lie com uma base {Y7,...,Y,} com as mesmas constantes de estrutura cfj que g. Seja
também a transformagao linear ¢ : g — b tal que ¥ (X;) = Y;. Entao.
VXY= V(X)) =Y a' [V, Y] = [0(X), o (Y)]
ijk ij
onde a’ e b’; i,j = 1,...,n sao as coordenadas de X e Y respectivamente em relacao a base
de g. Isto mostra que ¥ é um isomorfismo e, portanto, que g e h sao isomorfas.

As constantes de estruturas satisfazem as igualdades para toda terna 1, j, k:

cfj = —cfj (1)
> = (didp+ i + cuch) = 0 (2)

1m

com a primeira delas devido a anti-simetria do colchete e a segunda a identidade de Ja-
cobi. Reciprocamente, pode-se verificar que dadas as constantes cfj satisfazendo essas duas
igualdades, elas sao as constantes de estrutura de uma algebra de Lie, isto é, partindo de
um base {Xi,..., X} de um espago vetorial, definindo [X;, X;] = ¢}; X} e estendendo por

bilinearidade, obtém-se uma algebra de Lie no espaco vetorial cujas constantes de estrutura

s ok
880 ¢ -

Estes fatos dizem que para conhecermos uma algebra de Lie, a menos de isomorfismo,
é suficiente conhecer os colchetes dos elementos de uma base.

A partir dai, da Proposicao 2.8, segue que:

Proposicao 3.2 A menos de isomorfismo, existem apenas duas dlgebras de Lie de dimensao

dois. Uma delas € a abeliana e a outra € a que admite uma base {X,Y} tal que [X,Y] =Y.

Definicao 3.3 Um subespagco h C g é uma ideal, se para todo Y € h e X € g tem-se
[X,Y] €, isto €,
0.0 ={[X.Y]: X eg Y ehtCHh

E claro que todo ideal é subdlgebra. Nem toda subdlgebra, no entanto, é ideal. Por

1 0
exemplo, o subespaco de gl (2, R) gerado por ¢ uma subdlgebra por ser unidimen-
0 —1
sional. Nao é, porém, um ideal pois
10 0 1 0 2
0 -1/ \o o 00

As propriedades da soma e da interseccao de ideais e subdlgebras estao catalogadas

no <eoc1linte teorema.



Teorema 3.4 Sejam by e by subespacos de uma dlgebra de Lie g.
(i) Se by e by sdo ideais, entao by + bha e by N by sdo ideais;
(ii) Se b1 € subdlgebra e by ideal, entao by + ba e by N by sao subdlgebras;

(i1i) Se b1 e by sdo subdlgebras, entao hy N by € uma subdlgebras;

Demonstragao. (i) Sejam X € ge Y € bh;+b,, queremos mostrar que h;+h, é um ideal,
isto é, [X, Y] € h1+b,. Temos que h1+bh, = {X1+Xo; X1 € h1 e Xy € ho}, entao Y =Y, +Y5,

com Y] € by e Y5 € o, assim o colchete é dado por:
[XvY] = [X’Yl +YQ] = [X>Yl] + [X’YQ] € hi1+bh,.

Sejam X € geY € bh;Nhy, queremos mostrar que h; Nhs é um ideal, isto é, [X, Y] € h; Nhs.
Temos que hiNhy = {X € hy e X € hy},entao Y € h; e Y € by, assim o colchete [ X, Y] € by
e [X,Y] € by, logo [X,Y] € by N b e portanto h; N by é um ideal.

Os itens (ii) e (iii) sdo demonstrados de maneira andloga. m

Teorema 3.5 Seja ¢ : g — b um homomorfismo. Entdo
(1) ker ) € um ideal;

(2) im () € uma subdlgebra.

Demonstragao. (1) Sejam X € geY € ker v, queremos mostrar que [X, Y] € ker¢. Temos
que (YY) = 0, assim
V[X, Y] = [(X), »(Y)] = [¢(X),0] =0.

Portanto ker v é um ideal.
(2) Sejam Y7,Ys € im(v)), entdo existem Xi, Xo € g tal que ¢(X;) = Y1 e ¢(X3) = Ya.

Queremos mostrar que [Y7, Y5] € im(v)), o colchete é dado por:
[Y1,Ya] = [(X1), ¥(X2)] = ¥ [Xy, Xo].
Portanto im(1)) é uma subalgebra. m
Definicao 3.6 Seja g uma dlgebra de Lie. O centro de g é o subconjunto
2(g) ={X €g|[X,Y] =0, para todo Y € g}.

O centro de uma &lgebra de Lie g é um ideal. De fato, como [O,Y] = 0, para todo

Y eg,logoO€z2(g). SeY ege X € 2(g), entao [X,Y] =0 € z(g).

Exemplo 3.7 O centro da algebra de Lie nao abeliana de dimensdo dois é trivial.



Definicao 3.8 Seja g uma dlgebra de Lie e h C g um ideal. No espaco vetorial quociente

g/b, definimos

[Y’W = [Xa Y]

onde X denota a classe X + b.

Teorema 3.9 Seja ¢ : g — h um homomorfismo Entao,

g
ker ¢
Demonstragao. Definimos f : g/ ker ) — im(1)) por

fX) =9 (X).
Sejam A, B € g/ ker ¢, suponhamos que
F(A) = £(B) & $(A) = 0(B) & (A) — p(B) = 0 $(A—B) =0 A=

isto mostra que f estd bem definida e é injetora.

Além disso, temos que

FIXY] =X Y] =9 [X,Y] = [(X),»(Y)] = [f(X), f(Y)],

assim f é um homomorfismo. Como f(X) = ¥(X), entdo para todo Y € im(v)) existe X tal
que ¥(X) =Y, com isso mostramos que f ¢é sobrejetora.

Portanto, portanto f é um isomorfismo. m

Teorema 3.10 Sejam g uma dlgebra de Lie e by,hy C g ideais de g. Entao

(b1 + b2) ~ b
b1 (h1 Nb2)

Demonstragao. Definimos uma aplicacao linear v : by + by — ha/by N by por

P(Xq+ Xo) = Xo

Vamos mostrar que: (i) keri = by e (ii) ha/b1 N by = im().
(1) Sejam X + Xy € ker, queremos mostrar que X; + Xy € h;. Como X; + Xy € ker ),
(X, 4+ X3) = 0, mas por definicio ¥(X; + X5) = X5. Logo X, = 0 ,ou seja, Xa € by N by,
isto prova que X7 + X5 € b;.

Temos que

w(X1+X2>:6:>y2:6<:>72€h1,

por outro lado, seja Xy + 0 € h;, queremos mostrar que X; + 0 € kert. Temos que
(X 20 =0 loco X+ 40 c kery Portanto keras — Ry



b2

hiNby
seguinte classe lateral Xo = X5 + (h1 N bs), logo ha /b1 N by = im().

Resta mostrar que 1 é um homomorfismo, isto é, ¢ [X, Y] = [(X), ¥ (Y)].

(i1) Temos que = {X5 + b1 NHy|Xy € bhy}. Temos também que X, representa a

Sejam X,Y € by + bhg, entao X = X; + X e Y =Y] + Y5, assim

PIXY] = ¢ [X+ X, Y + YY)
= Y ([Xi, V1] + [ X0, Y] + [Xo, V1] 4 [Xo, Y2)
= Y[X1, Y]+ ¢ [X0, Vo] + 4 [Xo, V1] + ¢ [Xa, V3
= Y [Xy,Ys], pois [X1,Y;] € by = kery)
= [Xy, Y3
= [X5,Y7)]
= (X1 + X)), 9 (Y1 +Y5)]
= [0(X), (Y)]
Portanto pelo Teorema 3.9, ) ;_1 b2) ~ (fh?ifh)' ]

4 Séries de composicao

Tomando g como sendo uma &algebra de Lie, para dois subconjuntos A e B de g serd
usado a notagao [A, B] para indicar o subespago gerado por todos os colchetes [X, Y], com
X eAeY € B, ouseja

[A,B] ={[X,Y]: X € A)Y € B}.

Define-se por inducao os seguintes subespacos de g:

0

g =g

g = [g.9

g// — [9/79/]

g(k) — [g(k_1)7 g(k_l)]

E facil verificar que, uma &algebra de Lie g é abeliana se e somente se g’ = 0.

Proposicao 4.1 Se g ¢ uma dlgebra de Lie, entdo g'k) ¢ ideal de g para todo k > 0. Em

particular, g% € subdlgebra e, portanto, g1 c g®).

Demonstragao. Queremos mostrar que g*) é um ideal de g para & > 0. Vamos usar

0)

ndiicao cobre 2 Temos a@® — q ane é 1m ideal  Ascuimindo aie a®=1D ceia ideal <eiam



X €g,Y € g, Podemos escrever Y como
Y = Z[Zz‘, Wz]
com Z;,W; € g(’“_l). Pela identidade de Jacobi temos

Y] =D 1X 120 Will = D [1X 22, Wil + (2, [X, W)

) i

k—1)

esta tltima soma estd em g* | pois cada fator dos colchetes esta em g Portanto g*) é

ideal. m
Essa sequéncia de ideais é conhecida por série derivada de g e suas componentes sao
algebras derivadas de g.

Exemplo 4.2 Seja g a dlgebra bidimensional ndo abeliana. Entdo ¢ € o espaco gerado por

Y eg® =0, se k> 2.

Exemplo 4.3 Para a dlgebra g = sl(2,R), g’ = g e portanto, g*) = g, para todo k > 0.
(k—1)
Proposicao 4.4 O quociente W ¢ uma dlgebra abeliana.
(k—1) (k—1)

Demonstracao. Sejam X e Y € . Queremos mostrar que ¢ uma algebra

T g(’f)_ B gk)
abeliana, isto é, [X,Y] = 0. Temos que X = X +g®; YV =Y 4+ g® com X,V € g1,

Como X,Y € g*=Y entdo [X,Y] € g®). Temos que

(X, Y]=[X,Y]=[X,Y] + " =0.
(k1)

Portanto o quociente
gk

¢ uma algebra abeliana. m

Proposicao 4.5 Seja g dlgebra de Lie.

(k)
(1) Se b um ideal e 7 : g — % 0 homomorfismo candnico, entio w(g®)) = (%) .
(2) Se b é subdlgebra, entdo h* C gk,
Demonstragao. (1) Vamos usar inducio sobre k. Para k = 0 temos 7(g®) = (g/h)©.

Assumindo que a igualdade seja valida para k — 1, temos:

m(g)® = w[(g)*D, (g)* V]
= [n(g)* "V, m(g)* Y]
= [(a/0)*", (g/h)"* V)]
— (a/p)®)



(2) Vamos usar inducio sobre k. Para k = 0 temos (h)© c (g)©), pois h C g. Vamos mostrar

k-+1)

que o resultado é valido para (h)**+Y temos que:

B) 4 = [(9). ()] = (@)Y, (@) < )+,

A série central descendente da dlgebra de lie g é definida por indugao, como

g =9
g = [g,9']=¢
g = [g.¢"]
gttt = g, ¢"]

Proposicao 4.6 Seja g uma dlgebra de Lie. Entao
(1) g, @] C g
(2) g* é o subespago gerado por todos os possiveis produtos (colchetes) envolvendo k elementos

de g.

Demonstragao. (1) Para mostrar este resultado vamos usar indugao sobre j. Para j = 1
a inclusao é a definicao, isto é g™ = [g, g']. Assumindo que o resultado é vdlido para um j

qualquer, vamos mostrar que vale para j 4+ 1. Temos que

[0, 0’""] = [o%[¢".0ll C[lo". 0], 0] + (¢, [0". 0l
C [o" gl + o7, 9"
C gi+j+1
(2) Queremos mostrar que g* é produto (colchete ) de k elementos de g. Para isto vamos usar
inducao sobre k. Para k = 1 temos g! = g, assim g' é produto de um elemento de g. Agora
suponhamos que o resultado seja valido para k — 1, isto é gF¥~! é colchete de k — 1 elementos
1

de g. Os elementos de gF~
Seja X € gF, entdao X = ,[V;,W;] com Y; € ge W; € g, Assim,

X = Z[Yia ZZJ] = ZZ[Yia Z;]

Disso segue que g* é gerado por colchetes com k elementos de g.

sao da forma ). Z;, com Z; colchete de k — 1 elementos de g.

Por outro lado, seja X € g o colchete de k elementos de g, entdao X = [X;, X5], com
X, produto de no méximo k — 1 elementos de g, isto implica, por inducao, que X; € g"~! € g.

Toco X cab m



Os seguintes fatos decorrem da caracterizacao de g dada nesta proposigao.
(1) gkt C g, pois um produto de k + 1 elementos também é um produto de k elementos.
(2) g* é um ideal para k > 1, pois [g, g*] = g"™! C g*. De onde se conclui que a série central

descendente é, de fato, descendente,

k

g=g¢g'D¢g’>...0¢"D...

Exemplo 4.7 Para a dlgebra nao abeliana g de dimensao dois, com base {X,Y '} com [X,Y] =

Y, g& € o subespago gerado por {Y'}, para todo k > 2.

Assim como para a série derivada, os quocientes sucessivos dos elementos da série sao
abelianos e a série central descendente da imagem sobrejetora de uma algebra coincide com
a imagem da série central descendente da algebra. Estes fatos estao contidos na proposicao

seguinte.

Proposicao 4.8 Seja g uma dgebra de Lie. Entao
k
(1) O quociente

€ uma dlgebra abeliana.

k
(2) Sew:g— g/bh é o homomorfismo candnico, m(gk) = <%> )
— _ gk k
Demonstragao. (1) Sejam X e Y € ——. Queremos mostrar que ——~ é uma dlgebra

abeliana isto é [X,Y] = 0. Temos que X = X + g™, Y =Y + g&¥*! com X,Y € gF. Como
X,Y € gF entdo [X,Y] € gL, Temos que

X, Y]=[X,Y]=[X,Y]+g" =0.

k

Portanto o quociente ¢ uma algebra abeliana.

ghl
(2)Vamos usar inducdo sobre k. Para k = 1 temos 7(g!V) = (g/h)V). Assumindo que a

igualdade seja valida para k — 1, temos:

m(g") = 7lg. (g" ")
= [n(g),m(g"" V]
= [(g/b),(g/H)""]
= (a/h)".

A afirmacao seguinte fornece uma comparacao entre a série derivada e a série central

descendente.

Probposicao 4.9 Seia a wma dlaebra de Tie entdo a®) — g+l



Demonstracao. Vamos usar inducio sobre k. Suponhamos que g*) C gFt?, entao,
gt =W, g®] C [g.g""] = "%

A inclusdo é verdadeira pois por definicao g C g e g C g**! por hipétese de inducdo.
]
A proposicdo acima mostra que a série derivada decresce mais rapido que a série

central descendente.

5 Algebras de Lie soltuveis e Nilpotentes

Definicao 5.1 Uma dlgebra € soluvel se alguma de suas dlgebras derivadas se anula, isto €,
g(ko) -0

para algum ko > 1(e, portanto, g*) =0 para todo k > k).

Exemplo 5.2 (1) As dlgebras abelianas sao soliiveis pois para essa classe de dlgebras g' = 0.
(2) Se dimg = 2, entdo g ¢ solivel independentemente de g ser ou nao abeliana. Isso porque
existem apenas duas classes de dlgebras bidimensionais. As abelianas sao soliveis e as nao
abelinas tem dlgebra derivada de dimensao um e, portanto a sequnda derivada se anula,
exemplo 4.2.

(3) Pelo exemplo 4.3 a dlgebra de Lie g = sl(2,R), g’ = g nao € solivel.

Subalgebras e imagens homomorficas de algebras soluveis sao também soltveis. Esta

afirmacao esta garantida pela proposicao seguinte.

Proposicao 5.3 Seja g uma dlgebra de Lie. (1) Se g € solivel e h C g € subdlgebra, entao
b também ¢é soluvel.

(2) Se g € solivel e h C g € um ideal, enta g/h também € solivel.

Demonstragao. (1) As dlgebras sucessivas de h estao contidas nas correspondentes algebras
derivadas de g. Portanto b ¢ solivel se g o for.

(2) Como g é soltivel, entdo existe ko tal que g0} = 0, temos que,

m(g*)) = (g/h)*) =0

Portanto g/h é solivel. m



Um caso particular da primeira afirmagao desta proposicao é que ideais e algebras
soluveis sao também soliveis. Como a segunda afirmacao diz que os quocientes por ideais
sao também soluveis, a proxima proposicao complementa a anterior ao dizer que a algebra

propriamente dita é soltuvel se algum de seus quociente juntamente com o seu nicleo é solivel.
Lema 5.4 Seja g uma dlgebra de Lie entdo gF1th2) = (gku))(kz),

Demonstracao. Vamos mostrar este resultado usando inducao sobre ky. Suponhamos que

o resultado seja valido para um ks qualquer isto é:

gtk — (g0 (k)

Vamos mostrar que é valido para ky = ky + 1. Temos que

gttt — [gllirke) gllirka)] — [(gUn)y(ke) (glh))(ha)] — (gUn)y(ka+l),

Proposicao 5.5 Seja g uma dlgebra de Lie e h C g um ideal. Suponha que tanto by quanto

g/b sejam soliveis. Entdao, g € solivel.

Demonstragao. Seja k; tal que (g/h)*) = 0. Por 7(g®) = (g/h)®, tem-se m(g*1)) =
(g/bh)*1) = 0. Isto significa que g**) C h. Como b é soliivel, existe ky tal que h*2) = 0, Dai
segue que,

g(kl+k2) — (g(kl))(k2) C b(k‘Q) — 0

Portanto, g é soltvel. =

Definicao 5.6 Uma dlgebra de Lie € nilpotente se sua série central descendente se anula em
algum momento, isto €,

g* =0

para algum ko > 1 (e portanto, gt = 0 para todo k > k).

Exemplo 5.7 As dlgebras abelianas sdao nilpotentes, pois para esta classe de dlgebras, g' =

lg,9] = 0.

Da mesma forma que para as algebras soluveis, subdlgebras e quocientes de algebras

nilpotentes sao também nilpotentes.



Proposicao 5.8 Seja g uma dlgebra nilpotente. Entdo
(1) Se b C g € subdlgebra entao b € nilpotente.
(2) Se b C g € um ideal entdo g/b € nilpotente.

Demonstracao. (1) Seja g uma algebra de Lie nilpotente, entdo existe ko tal que gh = 0.

Temos que
h* =[h,h" " C [g,g" ] =g" =0

Portanto b ¢é nilpotente.
(2) Sejam g uma algebra de Lie e ¢ o homomorfismo canénico. Como g é nilpotente, entao

existe ko tal que g = 0. Assim temos,

o(g*) = (g/h)* =0

Portanto g/h é nilpotente. m

As &lgebras nilpotentes sdo soltiveis pois g*) € gFt'. No entanto, nem toda algebra
solivel é nilpotente, por exemplo, se g denota a algebra abeliana de dimensao 2, entao
g8 =92 #0 se k> 2 porém g’ = 0. Além disso, para esta dlgebra z(g) = {0}, ou seja
o centro de uma &lgebra de Lie solivel pode ser trivial o que nao acontece com as algebras

nilpotentes, como mostra o préoximo resultado.
Proposicao 5.9 O centro de uma dlgebra de Lie nilpotente ndao € trivial.

Demonstracao. Seja g uma algebra de Lie nilpotente, entao existe um inteiro positivo kg
tal que g0 # 0 e ght! = 0. Entao, g C 2(g), pois [g,g"] = gt =0 m

Outra diferenca entre as algebras nilpotentes e as soluveis esta na possibilidade de
reconstruir a propriedade de solubilidade a partir de um quociente e do nticleo desse quociente.
O mesmo nao ocorre com as algebras nilpotentes. Se h C g é ideal e ambos h e g/h sdo
nilpotentes, entao g é soltivel mas nao necessariamente nilpotente. Um exemplo é novamente
a algebra nao abeliana bidimensional com [X,Y] =Y. O subespaco h) gerado por Y é ideal
e é nilpotente por ser de dimensdao um. O mesmo ocorre com g/h. No entanto, g nao é

nilpotente.
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