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Resumo

O presente trabalho inicia-se pelo estudo de sistemas dindmicos lineares. Mais precisamente,
a forma geral dessa classe de sistemas, pontos de equilibrio e a classificagdo desses pontos.
Posteriormente € feito um estudo sobre a transformada de Laplace. Nesse estudo vemos sua
defini¢do, suas propriedades, obten¢do de sua inversa e a sua aplica¢do da na resolucdo de

uma equacao diferencial.
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Introducao

Sistemas dinamicos € uma drea da matematica que estuda os sistemas fisico-matematicos que
evoluem e alteram sua configuracdo com o tempo. Os sistemas dindmicos podem ser usados
para modelar entre outros, fendmenos biolégicos, problemas em Astronomia, Mecénicos e
Eletronicos, para estudar dinamicas populacionais e econdmicas. Em geral, quase sempre nao
€ possivel encontrar solu¢des exatas para tais sistemas. Dessa forma o que se procura é uma

compreensdo qualitativa ou topoldgica destas solugdes.

O objetivo deste trabalho foi fazer um estudo introdutério sobre sistemas dindmicos visto que
€ uma drea muito ampla dentro das Ciéncias Exatas, e mostrar a conexdo entre Transformada
de Laplace e equagdes diferenciais (Referéncias [1], [2], [3], [4] e [S]).

Material e Métodos

O material utilizado para o desenvolvimento da pesquisa foram os livros e artigos listados na
Referéncia Bibliografica. Além disso, foram realizados estudos dirigidos, semindrios, sendo

os quais foram periodicamente acompanhados pelo professor orientador.

Resultados e Discussao

Sistemas dinamicos Lineares



Um sistema dinamico linear pode ser apresentado na forma matricial, isto €,
ri_x
dt

onde 4 é uma matriz n X n com coeficientes constantes. Uma solucao do sistema (1.1) é uma

X x=Ax x€ R", (1.1)

funcdo vetorial x(xgt) que depende do tempo e da condicdo inicial

x(0) = x, (1.2)
de modo que x(x,,t) € solucdo de (1.1) e (1.2).

Ar 4

A solugio do sistema linear (1.1) é simplesmente x (x,,t) = e x,, onde e** é uma matriz

exponencial n ¥ n. A solucdo geral do sistema linear € a superposi¢do de n solugdes

linearmente independentes x’(¢), isto é, x(t)ch jxf (t) onde as m constates c; sdo
j=1

determinadas pela condi¢ao inicial. Se os autovalores {A,...,/ln}deA forem reais e distintos,
entdo Atem n autovetores linearmente independente {vl,...,vn}. Além disso, podemos

diagonalizar A por meio de uma transformacao linear. A partir do desenvolvimento em série

n

. . t? t . .
da matriz ¢"", ou seja, et = {I+IA+5A2 +...+UA"..1 onde [ é a Matriz Identidade é
! n)!

facil ver que a matriz " também serd diagonal com autovalores {eﬂ”,...,eﬂ"’}. Deste modo a

solucdo de cada x’(r)serdx’ (t):eﬂfrvj. No caso em que A tem autovalores complexos

: R, . ~
conjugados &, £ e autovetores v tiv'", temos as solugdes
i — % Re Im j. _ @it/ Re Im
x're =€ (v cos fit—v"senfit) e X'm=e" (visenfiit+v" cos f1)
onde x’ree Xx’m s@o0 respectivamente a parte real e a parte imagindria de x’ (z).

Re(ﬂj)teilm(lf)

. . i . ilm(A;) ., ~
De forma simplificada escrevemos x’(f)=e vj. Como e ) vj ¢ uma funcgdo

limitada, a estabilidade dex’(¢)vai depender essencialmente de Re(ﬂj). Se Re(ﬂj)>0,

Re(1.) . i .
%’ cresce continuamente com o tempo e x’(¢) — oo quando ¢ — oo . Isso significa que as

e
trajetérias x’(f)deixam a vizinhanca de um ponto de equilibrio P°, tal que AP*=0.

Inversamente, se R, (/lj) <0,x’(t) = P* quando t — oo e nesse caso o ponto P~ é estdvel.

Classificacoes dos pontos de equilibrio

O ponto de equilibrio de um sistema linear pode ser classificado de acordo com a topologia de

seu retrato de fases e de acordo com a sua estabilidade. Essa classificacao € feita em funcdo



dos autovalores da matriz A ,, associada ao sistema.

Considere o sistema de n equagdes diferenciais (1.2). O polindmio caracteristico € obtido

através de det(A—AI)=0. Quando todos os autovalores da matriz A tiverem a parte real

diferente de zero, o ponto de equilibrio P° correspondente é chamado de hiperbdlico,
independentemente do valor da parte imaginaria. Quando pelo menos um autovalor tem a

parte real nula, o ponto de equilibrio € denominado de ndo-hiperbdlico.

Os pontos de equilibrio hiperbdlicos podem ser classificados de trés formas quanto a
estabilidade: atratores, repulsores e selas. Se todos os autovalores de A tem a parte real
negativa, o ponto de equilibrio é chamado de atrator; neste caso o equilibrio ¢é
assintoticamente estavel. Se todos os autovalores de A tém parte real positiva o ponto de
equilibrio é chamado de repulsor ou fonte. Quando alguns autovalores (mas nao todos) tém a
parte real positiva e o restante tem a parte real negativa, entdo o ponto de equilibrio é

chamado de sela.

Quando a estabilidade de pontos de equilibrio ndo-hiperbdlico, pode-se dizer que: um ponto
de equilibrio ndo-hiperbodlico € instdvel se um ou mais autovalores de A tem a parte real
positiva; Se alguns autovalores da matriz A tém a parte real negativa, enquanto que os outros
autovalores tém a parte real nula, o ponto de equilibrio é chamado de marginalmente estavel;
Se todos os autovalores da matriz A sdo imagindrios puros € nao-nulos, o ponto de equilibrio

¢ chamando de Centro.

Transformada de Laplace

Ao tentarmos resolver determinado problema, muitas vezes € conveniente, converté-lo em
outro equivalente a partir de uma determinada transformacdo. O novo problema € resolvido e
a transformacdo inversa permite determinar a solugdo procurada do problema original. A
transformada de Laplace tem exatamente esse proposito, quando se trata de determinar a
solucdo de uma equacgdo diferencial linear com coeficientes constantes em relagdo a varidvel
independente.

De maneira geral, estamos interessados em trabalhar com funcdes de varidvel real com

imagem no conjunto dos complexos, isto €, f(t):(—oo,0) — C .
A transformada de Laplace de f(¢), denotada (f) ou L(f), ¢ uma funcdo de varidvel

complexa definida por f (s): D( f)—)C,onde D( f)cC ¢ o seu dominio, C é o seu

conjunto imagem e



f(s):z J._Z f(Hedr; D(f) ={seC: f(s)existe}

Lema: Considere f(¢) uma fungdo para a qual o limite limm f(®)e"dr existe e € finito.

Todos os pontos do semiplano complexo Re(s) > Re(s ;) pertencem a D( f ).
Lema: considere f (s) uma fun¢do com dominio dado por f (s):= J.: f (e drt. Existe
M € R finito tal que ‘f(sX <M,Vse D(f).

Teorema (Linearidade): Sejam f,(r) e f,(t) duas fun¢des que admitem transformadas

fl (s) e fz (s) com respectivos dominios D(fl) e D(fz) . Sejam ainda ¢, e ¢, dois escalares

quaisquer. A fung¢do f(¢), obtida pela combina¢do linear das duas fun¢des dadas, isto &,
f@)=c fi(t)+c,f,() étal que

J?(s)zc1f1(s)+czfz(5) € D(f)D D(f1)mD(f2)-

Teorema (Escalonamento): Seja f(r) uma fun¢do cuja transformada de Laplace f (s) e
domfnio D(f) dado por D(f)={se C:Re(s)>a} e @>0. A funcio h(r):= f(at)é tal que

h(s) = (lj f(ij e D(h)={se C:Re(s) > aw)
w w

Teorema (Diferenciacao em relacio ao tempo): Seja f(z) uma funcdo definida para todo

t >0 e diferencidvel em todo ¢ >0, com transformada de Laplace f (s) e dominio D( f ). A

daf

funcdo derivada h(t) = j(t) , t€ (0,00), com h(0) arbitrario, porém finito € tal que
t

h(s)=f ()= f(0) e D(h)=D(sf).
Agora o nosso objetivo é determinar a inversa da transformada de Laplace. Isto €, dada uma
funcao f (s) com dominio D( f ), determinar uma func¢do f(¢) definida para todo re T de tal
forma que L(f (1) = f ()= f() =L (f (s)).

Sendo assim vem que a inversa da transformada de Laplace pode ser da pela seguinte integral

@) :2%7- L f(s)e'ds, t>0
onde ¥ é qualquer linha vertical inteiramente contida no dominio de f (s).
A transformada de Laplace é uma ferramenta poderosa quando empregada para a solucdo de
equacdes diferenciais de diversos tipos. Em particular podemos citar as equacdes diferenciais

ordindrias com coeficientes constantes, algumas classes de equacdes diferenciais ordindrias

com coeficientes variantes no tempo e equagdes diferenciais a derivadas parciais.



Exemplo: Agora consideremos a equacdo diferencial de primeira ordem y(z)+2y(t) = g(t);
y(0)=1. Desejamos determinar sua solucdo com g(¢)=v(¢) isto € a fun¢do de grau unitario.

Como a equacao dada deve ser verificada para todo ¢ >0 entdo, aplicando a transformada de
. . N 1 . C e
Laplace obtemos a igualdade sy(s)—y(0)+2y(s)=— a qual impondo-se a condic¢ao inicial
s

y(0)=1 permite determinar a transformada de laplace da solu¢do, ou seja,

- +1 . . ~ -
y(s)= il ) cuja anti-transformada fornece a solucdo procurada y(t):=2e¢™>, t > 0.

s(s+2

Pendulo Linear, Nao-amortecido, Nao-forcado

. .. . - ) _ d’x
Alguns sistemas fisicos simples sdo descritos pela equagio — + @, x =0, sendo @,>0 uma
e’ ’

constante positiva. Essa equacao, reescrita em termos de varidveis de estado, torna-se:
dx
dt
d
- _wx

dt

y

cujos autovalores sdo A, =Fi@,; ou seja, sdo complexos conjugados com parte real nula.
Assim o ponto de equilibrio (x*, y*)=(0,0) € um centro.

A equacdo dada anteriormente € homogénea. Sua solu¢do pode ser dada por:
x, (t) = A[cos(@,t) cos(@) +sin(w,t) sin(@)] = Acos(w,t — @) .
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