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RESUMO 

 É sempre possível calcular a dinâmica exata de sistemas fermiônicos com poucos 

graus de liberdade sob qualquer condição inicial, pois os férmions, tais como o elétron, 

obedecem ao princípio de exclusão de Pauli, tornando finita a dimensão de sua base. O 

objetivo deste trabalho foi calcular a dinâmica exata desse modelo que representa a parte 

eletrônica do sal TCNQ quando um campo magnético externo aplicado possui amplitude 

constante e direção fixa no espaço, isto é, �⃗� (𝑡) = 𝐵�̂� no caso de apenas um elétron orbitando 

entre os sítios espaciais (N=1). Inicialmente escrevemos a representação matricial da 

hamiltoniana na base completa dos sub-espaço de Fock N=1 que é a base dos autoestados dos 

operadores; com a representação matricial, que é uma matriz quadrada 4 x 4, podemos 

calcular seus autovalores (energia) e seus respectivos autoestados. Ao obter os autoestados 

instantâneos da hamiltoniana, podemos escrever a representação de um vetor de estado físico 

que deve satisfazer a equação de Schrodinger. Após todos os cálculos, foi possível encontrar 

todos os coeficientes que representam a amplitude de probabilidade de, ao realizar uma 

medida de energia, encontrar o sistema com energia igual aos autovalores e expressar o vetor 

polarização média. 
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INTRODUÇÂO 

 A hamiltoniana que descreve o modelo férmionico com dois sítios espaciais que 

representa a parte eletrônica dos sais orgânicos (Bulut et. al. 2006) com um elétron na 

presença de um campo magnético externo dependente do tempo �⃗⃗� (𝑡) e de um campo elétrico 

clássico, na presença de dipolo elétrico, é: 

𝐻(𝑡) = ∑ ∑ 𝐸�̅�𝑎𝑖𝜎
† 𝑎𝑖𝜎𝜎=↑,↓

2
𝑖=1 + 𝑡̅ ∑ (𝑎1𝜎

† 𝑎2𝜎 + 𝑎2𝜎
† 𝑎1𝜎) + 𝑈 ∑ 𝑛𝑖↑𝑛𝑖↓

2
𝑖=1 +𝜎=↑,↓

𝜆 ∑ [𝐵𝑥(𝑡)(𝑎𝑖↓
† 𝑎𝑖↑ + 𝑎𝑖↑

†𝑎𝑖↓) + 𝑖𝐵𝑦(𝑡)(𝑎𝑖↓
† 𝑎𝑖↑ − 𝑎𝑖↑

†𝑎𝑖↓) + 𝐵𝑧(𝑡)(𝑛𝑖↑ − 𝑛𝑖↓)] −2
𝑖=1

∑ 𝑒(�⃗� 𝑐𝑙𝑎𝑠
2
𝑖=1 (𝑡)). 𝑟𝑖⃗⃗                (1)   

sendo 𝑎𝑖𝜎
†

e 𝑎𝑖𝜎 (i=1,2) são, respectivamente, os operadores de criação e de destruição de uma 

partícula de spin 𝜎 (𝜎 =↑, ↓) no sitio espacial 𝑖. Os operadores de criação e destruição 

fermiônicos satisfazem as regras de anticomutação: 

{𝑎𝑖𝜎, 𝑎𝑗𝜎′} = 0, {𝑎𝑖𝜎
† , 𝑎

𝑗𝜎′
† } = 0 𝑒 {𝑎𝑖𝜎, 𝑎

𝑗𝜎′
† } = 𝛿𝜎𝜎′𝛿𝑖𝑗1    (2) 

Sendo 𝛿𝛼𝛽 a delta de Kronecker, 1 o operador identidade e 𝑛𝑖𝜎 = 𝑎𝑖𝜎
† 𝑎𝑖𝜎 representa o 

operador número de férmions com componentes de spin 𝜎 no sitio espacial i, i=1,2. 

 Na hamiltoniana (1) observa-se que, nos termos do l.d., o número total de férmions, N, 

é conservado. Isto porque o número de operadores de destruição e de criação em cada 

produto, cada termo, é sempre o mesmo. O operador número total de partículas é, então, uma 

constante de movimento e comuta com o operador hamiltoniano: 

[𝐻(𝑡), 𝑁] = 0,     (3) 

Com 

𝑁 = ∑ ∑ 𝑛𝑖𝜎𝜎=↑,↓
2
𝑖=1       (4) 

Como consequência da eq. (3), a dinâmica de cada sub-setor do espaço de Fock do sistema 

pode ser tratado independentemente um do outro. 



 

 Sendo assim, o objetivo deste trabalho é trabalhar a hamiltoniana (1) quando um 

campo magnético externo é aplicado com amplitude constante e direção fixa no espaço, isto é, 

�⃗� (𝑡) = 𝐵�̂� no caso de apenas um elétron orbitando entre os sítios espaciais (N=1). 

MATERIAIS E MÉTODOS 

 Para obter a dinâmica exata desse modelo fermiônico que representa a parte eletrônica 

do sal orgânico de monômero TCNQ sob a interação de um campo elétrico e de um campo 

magnético externos, inicialmente, escrevemos a representação matricial da hamiltoniana (1) 

na base completa do sub-espaço de Fock N=1 que é a base dos autoestados dos operadores 

𝑛𝑖𝜎: 

|1,0; 0,0⟩, |0,1; 0,0⟩, |0,0; 1,0⟩, |0,0; 0,1⟩ 

Para escrever os estados anteriores, usamos a convenção: 

|1,0; 0,0⟩ = 𝑎1↓
† |0⟩, |0,1; 0,0⟩ = 𝑎1↑

† |0⟩ 

|0,0; 1,0⟩ = 𝑎2↓
† |0⟩, |0,0; 0,1⟩ = 𝑎2↑

† |0⟩ 

Sendo que |0⟩ representa o vácuo do sistema fermiônico, ou seja, ausência de partícula com 

spin 1/2 . 

 Com a representação matricial da hamiltoniana (1) nesta base, que é uma matriz 4 x 4, 

podemos calcular seus autovalores (energias) e seus respectivos autoestados. 

 Ao obter os autoestados instantâneos da hamiltoniana (1), podemos escrever a 

representação de um vetor de estado físico |𝜓(𝑡)⟩ na qual possui todas as informações do 

sistema fermiônico como momento, posição, energia etc. 

 Com o vetor de estado físico satisfazendo a equação de Schrodinger, podemos calcular 

as equações diferencias acopladas ou não e obter o valor para cada coeficiente que representa 

a amplitude de probabilidade de ao realizar uma medida de energia, encontrar o sistema com 

energia igual aos autovalores e expressar o vetor polarização média. 



 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Com a formulação dos operadores de criação e de destruição de partículas foi possível 

aplicar a hamiltoniana em cada base finita, junto com as constantes e as demais informações, 

de forma a escrever a sua representação matricial: 

[
 
 
 
𝐸 − 𝜆𝐵𝑧(𝑡)                𝜆[𝐵𝑥(𝑡) + 𝑖𝐵𝑦(𝑡) − 𝑒(𝐸1. 𝑟1)

𝜆[𝐵𝑥(𝑡) − 𝑖𝐵𝑦(𝑡)] − 𝑒(𝐸1. 𝑟1) ∗ 𝐸 + 𝜆𝐵𝑧(𝑡)

𝑡                                               0

𝑡                                                          0
0                                                         𝑡

𝐸 − 𝜆𝐵𝑧(𝑡)     𝜆[𝐵𝑥(𝑡) + 𝑖𝐵𝑦(𝑡)] − 𝑒(𝐸2. 𝑟2)

0                                             𝑡 𝜆[𝐵𝑥(𝑡) − 𝑖𝐵𝑦(𝑡)] − 𝑒(𝐸2. 𝑟2) ∗ 𝐸 + 𝜆𝐵𝑧(𝑡)]
 
 
 

 

Com a matriz 4 x 4 pronta, o cálculo dos autovalores (energias) foi possível com o 

auxílio do software maple 12 obtendo os seguintes valores, para um caso particular em que o 

acoplamento de dipolo elétrico é o mesmo nos dois sítios espaciais: 

1º) 𝐄 − 𝐭 + √𝑷𝟐 + 𝝀𝟐𝑩𝒛
𝟐, 

2º) 𝐄 − 𝐭 − √𝑷𝟐 + 𝝀𝟐𝑩𝒛
𝟐, 

3º) 𝐭 + 𝐄 + √𝑷𝟐 + 𝝀𝟐𝑩𝒛
𝟐, 

4º) 𝐭 + 𝐄 − √𝑷𝟐 + 𝝀𝟐𝑩𝒛
𝟐, 

Com os autovalores calculados podemos começar os cálculos para encontrar quatro 

equações de seus respectivos autoestados com o auxílio da matriz 4 x 4, porem essas equações 

formam um conjunto linearmente dependente, impossibilitando encontrar seus autoestados. A 

única maneira de calcular os autoestados é tendo um conjunto linearmente independente que 

só é possível com a seguinte equação de normalização: 

|c1|
2 + |c2|

2 + |c3|
2 + |c4|

2 = 1 



 

Com a substituição da equação de normalização por uma das quatro equações 

encontradas no cálculo do autoestado, é possível encontrar os respectivos autoestado para 

cada valor de energia encontrado e com isso escrever o seguinte vetor de estado físico: 

|𝜓(𝑡)⟩ = 𝑐1(𝑡)𝑒
−

𝑖
ℏ
[𝐸𝑡−

𝑡
2

2
+𝑡√𝑃2+𝜆2𝐵𝑧

2]|𝑢1; 𝑡⟩ + 𝑐2(𝑡)𝑒
−

𝑖
ℏ
[𝐸𝑡−

𝑡
2

2
−𝑡√𝑃2+𝜆2𝐵𝑧

2]|𝑢2; 𝑡⟩

+ 𝑐3(𝑡)𝑒
−

𝑖
ℏ
[
𝑡
2

2
+𝐸𝑡+𝑡√𝑃2+𝜆2𝐵𝑧

2]|𝑢3; 𝑡⟩ + 𝑐4(𝑡)𝑒
−

𝑖
ℏ
[
𝑡
2

2
+𝐸𝑡−𝑡√𝑃2+𝜆2𝐵𝑧

2]|𝑢4; 𝑡⟩ 

Ao aplicar o vetor de estado físico descrito acima na equação de Schrodinger, 

encontramos 4 equações diferenciais acopladas (equações acopladas aos pares), sendo elas: 

𝐶1̇ =
𝑃2𝑖𝜔0𝐶1

2[𝜆2𝐵𝑧
2 + 𝜆𝐵𝑧√𝑃2 + 𝜆2𝐵𝑧

2 + 𝑃2]
+

𝑃𝑖𝜔0𝐶2𝑒
−

𝑖
ℏ
[−2𝑡√𝑃2+𝜆2𝐵𝑧

2]

2√𝑃2 + 𝜆2𝐵𝑧
2

 

𝐶2̇ =
𝑃2𝑖𝜔0𝐶2

2[𝜆2𝐵𝑧
2 − 𝜆𝐵𝑧√𝑃2 + 𝜆2𝐵𝑧

2 + 𝑃2]
+

𝑃𝑖𝜔0𝐶1𝑒
−

𝑖
ℏ
[2𝑡√𝑃2+𝜆2𝐵𝑧

2]

2√𝑃2 + 𝜆2𝐵𝑧
2

 

𝐶3̇ =
𝑃2𝑖𝜔0𝐶3

2[𝜆2𝐵𝑧
2 − 𝜆𝐵𝑧√𝑃2 + 𝜆2𝐵𝑧

2 + 𝑃2]
+

𝑃𝑖𝜔0𝐶4𝑒
−

𝑖
ℏ
[2𝑡√𝑃2+𝜆2𝐵𝑧

2]

2√𝑃2 + 𝜆2𝐵𝑧
2

 

𝐶4̇ =
𝑃2𝑖𝜔0𝐶4

2[𝜆2𝐵𝑧
2 + 𝜆𝐵𝑧√𝑃2 + 𝜆2𝐵𝑧

2 + 𝑃2]
+

𝑃𝑖𝜔0𝐶3𝑒
−

𝑖
ℏ
[−2𝑡√𝑃2+𝜆2𝐵𝑧

2]

2√𝑃2 + 𝜆2𝐵𝑧
2

 

Sendo que 𝐶1̇ = 𝐶4̇ e 𝐶2̇ = 𝐶3̇. 

Para o cálculo do vetor Polarização media temos: 

⟨𝜓|�⃗� |𝜓⟩ = 0 

Portanto, temos que os centros dos dois monômeros estão alinhados. 
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