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RESUMO 

Sendo sempre possível calcular a dinâmica exata de Sistemas fermiônicos com poucos graus 

de liberdade para quais quer conjuntos de condições iniciais, pois obedecem ao princípio de 

exclusão de Pauli, o que garante a finitude da base do sistema. O objetivo deste trabalho foi 

calcular a dinâmica exata do modelo fermiônico de uma partícula de spin ½ para o caso em que 

os campos externos possuem amplitude constante e a dependência temporal é da forma 

harmônica com frequência angular constante 𝜔0. Inicialmente escrevemos a representação 

matricial da hamiltoniana na qual possui toda a informação do sistema; com a representação 

matricial da hamiltoniana nesta base, que é uma matriz quadrada 2 x 2, podemos calcular seus 

autovalores (energias) e seus respectivos autoestados. Ao obter os autoestados instantâneos da 

hamiltoniana, podemos escrever a representação de um vetor de estado físico na base completa 

desses autoestados, que deve satisfazer a equação de Schrodinger. Após os cálculos, foi possível 

encontrar   os coeficientes que representam a amplitude de probabilidade de, ao realizar uma 

medida de energia, encontrar o sistema com energia igual aos autovalores. 

Palavras-Chave: Férmions. Autovalor e Autovetor. 

 

 



 

INTRODUÇÃO 

Sistemas fermiônicos com poucos graus de liberdade são muito estudados na literatura 

pois a dinâmica dos modelos desses sistemas pode ser calculada exatamente para quaisquer 

conjuntos de condições iniciais. Sendo que sistemas fermiônicos de dois níveis vêm sendo 

largamente estudados como possíveis candidatos a q-bits. Seja o sistema de dois níveis que 

descreve o elétron atômico (férmion) representado pela hamiltoniana 𝑯𝑒. O eletron atômico 

interage com um campo elétrico externo clássico 𝐸⃗ (𝑡) e seu spin interage com de um campo 

magnético externo dependente do tempo 𝐵⃗ (𝑡). A hamiltoniana total para este modelo na 

representação de Schrodinger é: 

𝑯𝑇 (𝑡)  =  𝑯𝑒  +  𝑯𝑖𝑛𝑡(𝑡),      (1)      com,    𝑯𝑒  =
𝑷⃗⃗ 2

2𝑚
+ 𝑉(𝑟),        (2) 

e              𝑯𝑖𝑛𝑡(𝑡)  ≡  −e (𝐸⃗ 𝑐𝑙𝑎𝑠(𝑡)) . 𝒓⃗ + 𝜇𝐵⃗ (𝑡) . 𝒔⃗ ,     (3) 

onde 𝑷⃗⃗  é o operador de momento associado ao elétron atômico, 𝑉 (𝑟) é o potencial de interação 

entre o elétron e o resto do átomo esfericamente simétrico por hipótese, a constante 𝜇 é escrita 

em termos do fator de Landé 𝑔 e do magneton de Bohr 𝜇𝐵 (Kittel 1996), isto é, 𝜇 =  𝑔𝜇𝐵 e 𝒔⃗  é 

o operador de  𝑠𝑝𝑖𝑛 
1

2
. O termo da hamiltoniana de interação, 𝜇𝐵⃗ (𝑡) . 𝒔⃗ , é a energia de interação 

entre o momento magnético intrínseco da partícula de 𝑠𝑝𝑖𝑛 
1

2
 , no caso o elétron, e o campo 

magnético externo (Jackson 1999). Nesse projeto, trataremos a dependência no tempo para os 

vetores de campo externo que possuem amplitudes constantes e a dependência temporal desses 

campos é da forma harmônica com frequência angular constante 𝜔0, isto é, 

𝐵⃗ (𝑡) = 𝐵0𝑐𝑜𝑠 (𝜔0𝑡 + 𝛿)𝑘̂    e     𝐸⃗ (𝑡) = 𝐸0𝑐𝑜𝑠 (𝜔0𝑡 + 𝛿)𝑘̂         (4) 

onde 𝛿 e uma fase inicial constante. 

 

 



 

MATERIAIS E MÉTODOS 

Para obter a dinâmica exata desse modelo fermiônico de uma partícula de spin ½ sob a 

interação de um campo magnético externo dependente do tempo 𝑩⃗⃗ (𝑡), inicialmente, 

escreveremos a representação matricial da hamiltoniana na base completa {|↑⟩, |↓⟩} da 

componente 𝑧 o operador spin total de férmions 𝑠𝑧, onde: 

𝑠𝑧|↑⟩ =
ℏ

2
|↑⟩   e   𝑠𝑧|↓⟩ = −

ℏ

2
|↓⟩   (5) 

Com a representação matricial da hamiltoniana nesta base, que é uma matriz quadrada 2 

x 2, podemos calcular seus autovalores (energias) e seus respectivos autoestados. 

Ao obter os autoestados instantâneos da hamiltoniana, podemos escrever a representação 

de um vetor de estado físico |𝜓(𝑡)⟩ na base completa desses autoestados (Berry 1984; Dittrich 

&Reuter 1994): 

|𝜓(𝑡)⟩ =  ∑ 𝑐𝑗(𝑡)𝑒
−

𝑖

ℏ
∫𝑑𝑡 𝜀𝑗(𝑡)|𝑢𝑗; 𝑡⟩

2
𝑗=1    (6) 

onde |𝑢𝑗; 𝑡⟩ é um autoestado da hamiltoniana com energia 𝜀𝑗(𝑡). Os coeficientes 𝑐𝑗(𝑡) 

representam a amplitude de probabilidade de, ao realizar uma medida de energia, encontrar o 

sistema com energia 𝜀𝑗(𝑡) e são determinados pela condição de que o vetor de estado |𝜓(𝑡)⟩, 

que descreve esse sistema quântico, satisfaz a equação de Schrodinger: 

𝐻(𝑡)|𝜓(𝑡)⟩ = 𝑖ℏ
𝑑

𝑑𝑡
|𝜓(𝑡)⟩   (7) 

Ao substituir (6) em (7) e após alguma álgebra, podemos encontrar as equações 

diferenciais para cada coeficiente. 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Após os estudos da formulação de operadores de criação e de destruição de partículas, 

foi possível aplicar a hamiltoniana em cada base finita, junto com as constantes e as demais 



 

informações, de forma que foi possível escrever a sua representação matricial: 

[
𝜀 +

𝜇ℏ𝐵𝑧

2
−𝑒(𝐸⃗ . 𝑟 )

−𝑒(𝐸⃗ . 𝑟 )
∗

𝜀 −
𝜇ℏ𝐵𝑧

2

]   (8) 

Com a matriz 2 x 2 pronta, o cálculo dos autovalores (energias) a próprio punho com as 

equações da álgebra linear foi de difícil realização, de forma que optássemos para o software 

maple 12. 

Os autovalores obtidos foram: 

𝜆1 = 𝜀 + √(𝑒(𝐸⃗ . 𝑟 ))
2

+ (𝜇.
ℏ

2
. 𝐵𝑧)

2

          𝜆2 = 𝜀 − √(𝑒(𝐸⃗ . 𝑟 ))
2

+ (𝜇.
ℏ

2
. 𝐵𝑧)

2

   (9) 

Com os autovalores acima descritos foi possível encontrar através do cálculo de próprio 

punho os autovetores (autoestados instantâneo), sendo esses: 

|𝑈1; 𝑡⟩  =  
𝜇.

ℏ

2
.𝐵𝑧

√(𝑒(𝐸⃗ .𝑟 ))
2
+[√(𝑒(𝐸⃗ .𝑟 ))

2
+(𝜇.

ℏ

2
.𝐵𝑧)

2
−𝜇.

ℏ

2
.𝐵𝑧]

2
|↑⟩ + 

+
−[√(𝑒(𝐸⃗ .𝑟 ))

2
+(𝜇.

ℏ

2
.𝐵𝑧)

2
−𝜇.

ℏ

2
.𝐵𝑧]

√(𝑒(𝐸⃗ .𝑟 ))
2
+[√(𝑒(𝐸⃗ .𝑟 ))

2
+(𝜇.

ℏ

2
.𝐵𝑧)

2
−𝜇.

ℏ

2
.𝐵𝑧]

2
|↓⟩   

|𝑈2; 𝑡⟩  =  
𝜇.

ℏ

2
.𝐵𝑧

√(𝑒(𝐸⃗ .𝑟 ))
2
+[−√(𝑒(𝐸⃗ .𝑟 ))

2
+(𝜇.

ℏ

2
.𝐵𝑧)

2
−𝜇.

ℏ

2
.𝐵𝑧]

2
|↑⟩ +         (10) 

+
−[−√(𝑒(𝐸⃗ .𝑟 ))

2
+(𝜇.

ℏ

2
.𝐵𝑧)

2
−𝜇.

ℏ

2
.𝐵𝑧]

√(𝑒(𝐸⃗ .𝑟 ))
2
+[−√(𝑒(𝐸⃗ .𝑟 ))

2
+(𝜇.

ℏ

2
.𝐵𝑧)

2
−𝜇.

ℏ

2
.𝐵𝑧]

2
|↓⟩   

Tendo em mãos os autovetores (autoestados instantâneos), aplicando – se em (6) que 

representa o vetor de estado físico, foi possível obtê-lo para esse modelo. 



 

|𝜓(𝑡)⟩ =  𝐶1(𝑡). 𝑒
−

𝑖
ℏ∫𝑑𝑡.(𝜀+√(𝑒(𝐸⃗ .𝑟 ))

2
+(𝜇.

ℏ
2
.𝐵𝑧)

2

)

. |𝑈1; 𝑡⟩ + 

+ 𝐶2(𝑡). 𝑒
−

𝑖

ℏ
∫𝑑𝑡.(𝜀−√(𝑒(𝐸⃗ .𝑟 ))

2
+(𝜇.

ℏ

2
.𝐵𝑧)

2
)
. |𝑈2; 𝑡⟩          (11) 

O próximo passo foi aplicar o vetor de estado físico (11) que descreve esse sistema 

quântico, na equação de Shrodinger (7), a fim de satisfaze-la, temos: 

0 =
𝑑𝐶1

𝑑𝑡
. 𝑒

−
𝑖

ℏ
.(𝜀+√(𝑒(𝐸⃗ .𝑟 ))

2
+(𝜇.

ℏ

2
.𝐵𝑧)

2
).𝑡

. |𝑈1; 𝑡⟩ +

 +
𝑑𝐶2

𝑑𝑡
. 𝑒

−
𝑖

ℏ
.(𝜀−√(𝑒(𝐸⃗ .𝑟 ))

2
+(𝜇.

ℏ

2
.𝐵𝑧)

2
).𝑡

. |𝑈2; 𝑡⟩                (12) 

 Projetando ⟨𝑈1; 𝑡|  𝑒  ⟨𝑈2; 𝑡|, na equação (12) obtemos assim as equações diferenciais 

acopladas para cada coeficiente 𝐶𝑗(𝑡), 𝑗 = 1,2. 

0 =
𝑑𝐶1(𝑡)

𝑑𝑡
                           0 =

𝑑𝐶2(𝑡)

𝑑𝑡
 

Sendo as diferenciais zero temos que os coeficientes 𝐶𝑗(𝑡), 𝑗 = 1,2, são constantes, tal 

que: 

𝐶1(𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒               𝐶2(𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 

Obtivemos a representação matricial e calculamos os autovalores e autovetores, 

conseguimos descrever o sistema quântico através do vetor de estado físico. 

Sendo assim foi possível resolver as equações diferencias acopladas e determinarmos a 

expressão dos coeficientes 𝒄𝒋(𝒕), através da equação de Schrodinger. 
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