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Matematica Aplicada

Resumo

Neste projeto buscamos a compreensdo e ampliacdo dos nossos conhecimentos sobre
Polinémios Ortogonais Classicos. Inicialmente vamos estudar os polindmios ortogonais num
caso geral, compreendendo algumas de suas caracteristicas importantes para o entendimento
do caso dos Polinémios Ortogonais Classicos, e logo apds tomar o inicio do estudo do caso
dos Polinémios Ortogonais Classicos. Para isso utilizamos a apostila “Polindmios Ortogonais
e Similares Propriedades e Aplicagdes” de Eliana Xavier Linhares de Andrade e Cleonice
Fatima Braccialida da UNESP de S&o José do Rio Preto, nela encontramos todos os topicos
que pretendemos estudar. O nosso trabalho se baseia basicamente no estudo e compreensdo
desse material, recorrendo a outros materiais se necessério. O estudo é individual, mas
dirigido e acompanhado de perto pelo orientador, que esta atento a qualquer duvida, fornece o
material e auxilia no aprendizado. Para avaliar o estudo séo feitos seminarios na sala de aula
da UEMS.
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Introducéo

Entre os polindmios associados a relacdo de recorréncia de trés termos estdo os polindmios
ortogonais. Talvez como um efeito secundario da revolucdo do computador e o aumento de
atividade na teoria da aproximacao e analise numeérica, o0 interesse em polindmios ortogonais
foi revivido nos Gltimos anos. As aplicacdes de tais polindmios a Analise Aplicada sdo muitas
e novas aplicacdes surgem a todo o momento, com aplicacBes importantes a fisica e a
probabilidade e estatistica e outros ramos da matematica.

As aplicacbes dos polindmios ortogonais associados as chamadas medidas classicas, como as
de Jacobi, Hermite e Laguerre, tém, particularmente, papel fundamental em muitos problemas
das ciéncias e das engenharias.

Devido as muitas aplicacfes se tornou um assunto relevante e que merece um estudo
aprofundado a fim de conhecer melhor suas propriedades e potencialidades. portanto
buscaremos a compreensdo e ampliagdo dos nossos conhecimentos sobre Polindmios

Ortogonais num caso geral e os Polindbmios Ortogonais Classicos.



Material e Métodos

A metodologia consiste em um estudo dirigido pelo orientador, que fornece a bibliografia e
material de estudo, esclarece duvidas e ajuda em qualquer dificuldade encontrada durante o
estudo do conteudo. Além disso, toda semana acontece um seminario em uma sala de aula da
UEMS para avaliacdo do estudo, onde é apresentado ao orientador todo o conteido estudado
durante a semana.

Nosso estudo se concentrou basicamente na apostila “Polindmios Ortogonais e Similares
Propriedades e Aplicagcdes” de Eliana Xavier Linhares de Andrade e Cleonice Fatima
Braccialida da UNESP de S&o José do Rio Preto.

A escolha do material foi feita pelo orientador, sua escolha se deve ao fato de ser um material
muito completo, além disso, ha poucos materiais na area, e a maioria dos materiais que

existem sdo estrangeiros e sem traducéo.

Resultados e Discussao

Para iniciar o estudo dos Polinbmios Ortogonais Classicos sdo necessarios conhecimentos
sobre Polindmios Ortogonais de modo geral, a seguir estdo definicbes e resultados
indispensaveis sobre o assunto. As demonstracdes estdo omitidas, por serem extensas.

Polinbmios Ortogonais

Definicdo 1: Sejam (a,b) um intervalo real —o <a < b < oo e @(x) uma funcdo real
limitada, ndo decrescente e com infinitos pontos de aumento em (a,b), se 0S momentos
definidos por

b
e = [ xrdoo
Existem parar = 1, 2, ..., entdo dp(x) é cha?nada distribuicdo (medida positiva) em (a, b).
Se do(x) = w(x)dx, entdo w(x) = 0 em (a, b) mas ndo identicamente nula, e é chamada
funcéo peso
Definicdo 2: Dizemos que a sequéncia de polinémios {P,(x)},=, € uma sequencia de
polinémios ortogonais (SPO) com relagdo a fungéo peso w(x) no intervalo (a, b) se
(i) B,(x)e exatamente de graun,n = 0

0,sen#m
Pn,SEM =M

b
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Note que neste caso, p, > 0, pois P,*(x)w(x) = 0 em (a, b)
Definicdo 3: Dizemos que uma (SPO) é uma sequéncia de polindbmios ortonormais (SPO*),

denotada por {B,; (x)} =0,se p, = 1.



Notacdo: Denotaremos os polindmios ortogonais de grau n, B, (x) por

n
Po(x) = apnX™ + Qpp 1 X" 14+ b ap X+ apg = z Anix", Ann # 0
i=0
Teorema 1: Seja {B,(x)},=, uma sequéncia de polindbmios e w(x) uma funcdo peso no
intervalo (a, b). Entéo, as seguintes afirmacdes sdo equivalentes
(@) {B,(x)}n=, é uma sequencia de polindbmios ortogonais com relagdo & funcdo peso
w(x)em (a,b).
(b) (B,, ™) = 0,para todo n(x) € P,_q,n = 1.

. b _(0,se0=<m<n-1
(C) <x yPn)_fax Pn(x)w(x)dx_ { pn, sem=n

Teorema 2 (Relacdo de recorréncia de trés termos): Seja {P,(x)}n=o € uma (SPO) em
(a, b) relativamente a funcéo peso w(x). Entao,

Pry1(%) = (Vna1X = Bra1) Pa(X) — @y Ppg (x),m 2 0, 1)
comPy(x) =1, P_;(x) =0, dpy1, P YnER, n=1,e

An+1,n+1 {(xPp,Pp) Yn+1  (Pn.Pn)
= Intindl 4 = Qpyq = Tl o 2
Vn+1 Ann ,Bn+1 Yn+1 (Pp,Pn) » Yn+1 Yn (Pn—1,Pn—1) ( )

Polinbmios ortogonais na forma Monica

Para construirmos a sequéncia de polindmios ortogonais ménicos {P,(x)}*_, com relagio a
w(x), basta dividirmos cada P, pelo correspondente coeficiente do termo de maior grau.

Polinbmios Ortonormais

Para construirmos uma sequéncia de polindbmios ortonormais {P;(x)} =0 a partir de

polindbmios ortogonais B, dividirmos cada B, por sua norma. Logo,

Pr(x) = 281> 1, onde ||, (0l = (B, By).

1Pn (Ol

Polinbmios Ortogonais Classicos:

Iniciamos aqui o estudo dos Polinémios Ortogonais Classicos, que é o objetivo principal do
projeto. A definicdo 7 abaixo esta no trabalho de Agarwal e Milovanovic. Estudaremos os
polindmios de Jacobi e seus casos especiais como os polindmios de Legendre, Chebyshev de
12 e 22 espécies e 0s polinbmios de Gegenbauer, também veremos os polindmios de Laguerre
e Hermite. Para cada tipo de polindmio destes estudamos seu coeficiente do termo de maior
grau, a relacdo de ortogonalidade entre polinbmios de mesmo tipo e a recorréncia de trés

termos, além de propriedades particulares.



Definicdo 4: Polinbmios ortogonais com respeito ao produto interno da definicdo 2 no
intervalo (a, b) sdo chamados de polindmios ortogonais classicos se a funcdo peso, w(x)

satisfaz a seguinte equacéo diferencial

d
E(M w(x)) = N(x)w(x),

1—x2, se(a,b) =(—1,1)
M(x) = x, se (a,b) = (0,0) e N(x)é um polinomio de grau 1.
1, se (a,b) = (=, )

Polinbmios de Jacobi

Os polindmios de Jacobi, denotados por Pn(a'b) (x), podem ser definidos através da formula de

rodrigues dada por

_ n _ _ dn
PP () = S5 (1 - 071+ 0)7F S [(1 = 0“1+ 0)F ], (3)
(Ver Krylov[11, pég.23] ou Chirrara[5, pag.143]). Sdo ortogonais no intervalo [-1,1] com
relacdo a funcdo peso w(x) = (1 — x)*(1 + x)?, o, > -1, a,f ER.

O coeficiente do termo de maior grau é

1Zn: 1 lNla+n+1) TB+n+1)

=— : 4
nn 2" LI = T(@+ k+ DTE+n—k+1) )
Teorema 3: Os polindmios de Jacobi satisfazem a seguinte relacéo de ortogonalidade
0, sem#n
(PR p@Bly — ) 20+BHir(g + B+ DI(B+n+ 1) (5)

%0, =n.
(a+p+2n+Dn!T(a+L+n+1) sem=n

A relacdo de recorréncia para os polindmios de Jacobi é
Pn+1(x) = (Vn+1x - Bn+1)Pn(x) - an+1Pn—1(x)' nz= O’ Onde Po(x) = 1: P—l(x) = 0:

Pr+1 =

1  T(a+p+2n+3) I'(a+B+n+1)
2(n+1) I'(a+B+n+2) I'(a+p+2n+1)’

(B%-a?)(a+B+2n+1) B
2(n+1)(a+B+n+1)(a+B+2n) yApy1 =

Yn+1 =

(a+n)(B+n)(a+p+2n+2)
(n+1)(a+B+n+1)(a+L+2n)

Polinbmios de Legendre

Os polinémios de Legendre P, (x) s@o um caso especial dos polinémios de Jacobi com
a = 3 = 0. Portanto, w(x) = 1. Logo, da formula de Rodrigues para os polinémios de
Jacobi, temos
(=)™ dr 5 1 4,
P(x) = Sl W[(l —x)"] = Z”n!ﬁ(x - (6)

Do coeficiente do termo de maior grau para 0s polinémios de Jacobi, obtemos




1 T@n+1) @0
Inn = o T+ 1) 2° ]2

A relacdo de ortogonalidade para os polinbmios de Legendre €, entéo,

0, sem#n
Py(x) By (x)dx = { 2
2n+1’

1

(B B) = |

1 sem =n.

Polindmios de Chebyshev de 12 espécie

Os polinémios de Chebyshev de 12 espécie: Os polindmios de Chebyshev de 12 especie T, (x)

1
V1-x2

T,,(x) = cos(narccosx), x € [—1,1], n=2012... (7

sdo ortogonais no intervalo [—1,1] com relagdo a funcdo peso w(x) = e sdo definidos:

Por recorréncia obtemos o coeficiente do termo de maior grau, a, , = 2", n > 1.

Teorema 16: Os polinémios de Chebyshev de primeira espécie satisfazem

T, sem=n=0,
T

(T, Trn) = > sem=n>0,
0 sem # n.

~

Polindbmios de Chebyshev de 22 espécie

Os polindbmios de Chebyshev de 22 espécie: Os polindmios de Chebyshev de 22 espécie U(x)
s30 ortogonais no intervalo [—1,1] com relacdo a funcdo peso w(x) = V1 —x2 e séo
definidos por

sen((n+ 1) arccosx), sen ((n+1)0)

V1= x2 sen 6

onde x = cos6 e 6 € [0.7]. A relagdo de recorréncia de trés termos
Un+1(x) = ZxUn(X) - Un_l(X), n= 1, com Uo(X) =1e UI(X) = 2x.

U,(x) = , x € [-1,1], n=2012,...

Calculando os primeiros polindbmios, veremos como se comportam o0s coeficientes dos termos
de maior grau e pela relacéo de recorréncia, obtemos a,, , = 2n, n = 0.

Teorema 4: relacdo de ortogonalidade para os polinémios de Chebyshev de 2 espécie é

0, sem#n,
=TT
(Un, Upn) 5 se m=n.

Polinbmios de Gegenbauer

Os polinémios de Gegenbauer s&o um caso especial dos polinémios de Jacobi, com a = 8 =

A— % > —1. Sao ortogonais no intervalo [—1,1] com relacdo a funcdo peso w(x) =
1

(1- xz)’l_i. Os polindémios de Gegenbauer G,E’D (x) séo dados por

-1
6P (x) = (Zg) (n 220{) P (%), onde PP (x) sio polindmios de Jacobi com 8 = a.



A relacdo de recorréncia de trés termos para os polindmios de Gegenbauer é da forma
(n+1DEP, (x) = 2(n + Dx6P (%) — (n + 22 — DG, (x) (8)
onde Gf’ll) (x)=0e¢e Gé’” (x)=1.

Polinbmios de Laquerre

Os polinbmios de Laguerre, denotados por L;“)(x), podem ser definidos pela formula de

Rodrigues dada por

L9 G) = (~1er S [xeme )
(ver Krylov pag. 34, observamos que Chirara pag. 145 apresenta um multiplo desta formula).
Nesta parte mostraremos que sdo polindmios ortogonais classicos, no intervalo [0, o), com
relacdo a funcdo peso w(x) = x%e™, a > —1.
Calculando o coeficiente do termo de maior grau, obtemos a,, = 1. Os polindmios de
Laguerre como definidos acima sao, portanto, monicos.

Teorema 5: A relacdo de ortogonalidade para os polinémios de Laguerre é dada por

@ @y _ [ @@y vz g — (O sem #n,
W, 19 = [ U@t = (0 iy eman @9
Dos resultados acima, obtemos facilmente que
_ Qpiin+1 _ n(n+D(a+n)T(a+n) _
Yner == = 1 e aper = DT n(a+n),fpy1 =2n+a+ 1.

Assim obtemos a relacdo de recorréncia de trés termos

1P () =@x-n+a+1)) L) —n(n+ )P (x), n=1.

Polinbmios de Hermite

Os polindmios de Hermite, denotados por H,(x), podem ser definidos pela formula de

Rodrigues dada por

» d" 2
Hy(2) = (D™ ——[e™']. 9)

(ver Krylov pag. 33 ou Chihara pag. 145). Estes polindmios sdo polindmios ortogonais no
intervalo (—oo, ), em relagdo a fungédo peso w(x) = e~*". A recorréncia de trés termos para
0s polindmios de Hermite é obtida através das equacdes (1), (2) e (26)

H,.,(x) = 2xH,(x) — 2nH,_;(x), n>1, comHy(x) =1e H (x) = 2x.
E por recorréncia, a, , = 2™.
Teorema 19: Os polindémios de Hermite satisfazem & seguinte relacdo de ortogonalidade

0, sem#n

() = [ HoHmGOe ™ dx = {5, S mEE (27)



Conclusdes

O estudo dos Polindmios Ortogonais Classicos se mostrou muito interessante, pois inclui
muitas ferramentas matematicas de diferentes &reas da matematica, revisamos e
aprofundamos muitos contetdos de algebra linear, calculo diferencial e integral entre outros
para que pudéssemos compreender os resultados sobre Polinémios Ortogonais.

No estudo pudemos observar que para obter o coeficiente do termo de maior grau na maioria
das vezes basta que calcular alguns polinémios e observar o que esta acontecendo com o
coeficiente, dessa forma conseguimos determinar o coeficiente por recorréncia. Um exemplo
disso séo os Polindmios de Chebyshev de 12 espécie.

Ja a relacdo de ortogonalidade é mais trabalhosa, mas consiste em calcular o produto interno
definido para polinémios, o que exige conhecimento sobre as propriedades de integral e
técnicas de integracdo, e conhecer algumas identidades trigonométricas entre outras.
Mostrando o que acontece para os casos de polindmios de mesmo indice e de indices
diferentes.

Por fim a relacdo de recorréncia de trés termos nos Polindmios Ortogonais Classicos. Esta é
determinada simplesmente pela substituicdo na formula de recorréncia de trés termos para

polindmios ortogonais, e a partir dai melhorar a formula atraves de técnicas matematicas.
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