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Resumo

Neste trabalho apresentamos alguns resultados sobre polindmios ortogonais na reta real
e fracOes continuas, assim como, uma conexao entre esses dois temas. Os polindmios
ortogonais e as fragoes continuas possuem vastas aplicagoes em muitos problemas da
Matematica Pura e Ciéncias Aplicadas, por isso, tais assuntos foram e ainda sao objetos
de estudos de renomados pesquisadores. Embora os polinémios ortogonais e as fragoes
continuas satisfacam a varias e importantes propriedades, neste trabalho, damos maior
énfase aqueles resultados que abrem caminho para conectar os dois temas.

Palavras Chaves: Relagao de Recorréncia. Ortogonalidade. Férmulas de Wallis.

Introducao

Segundo Alvarez-Nodarse (2003), os polinémios ortogonais correspondem a uma pe-
quena parte de uma grande familia de fungoes especiais e sua historia se remonta desde o
século XVIII e esta extremamente relacionada com a resolucao de problemas de aplicagao
pratica.

Os polinémios ortogonais na reta real satisfazem a uma relacao de recorréncia de trés
termos, ver, por exemplo, Andrade e Bracciali (2009), Andrews, Askey e Roy (2000) e
Chihara (1978).

H& uma conexao entre polindbmios ortogonais na reta real e fracoes continuas. Os
resultados que contribuem para estabelecer esta conexao é a relacao de recorréncia de
trés termos que os polindmios ortogonais na reta real satisfazem e as formulas de Wallis
obtidas através de fragoes continuas.

Neste trabalho, nosso objetivo é conhecer um pouco da teoria dos polindémios ortogonais
na reta real e das fragoes continuas, assim como estabelecer uma conexao entre polinémios
ortogonais e fragoes continuas.

Materiais e Metddos

A Unidade Universitaria de Cassilandia dispos de condigoes técnicas de infra-estrutura
e equipamentos para a viabilizacao e execucao do projeto, tais como, computadores conec-
tados a internet, papel e tinta para impressao de materiais e relatorios.

A orientadora disponibilizou para a académica os seguintes materiais: Andrade e
Bracciali (2009), Andrews, Askey e Roy (2000) e Chihara (1978). Além disso, a académica

pesquisou na internet outros materiais sobre os assuntos estudados.



O projeto foi desenvolvido através de 20 horas semanais, sendo que 3 horas por se-
mana foram dedicadas a apresentacao de seminarios pela académica a orientadora e a
interessados na area e as outras 17 horas semanais a académica usou para executar tare-
fas definidas pela orientadora e para a preparacao dos seminérios. As tarefas e o tema
do seminario a ser apresentado a cada semana foram definidos de comum acordo entre
orientadora e académica.

Resultados e Discussao

Conforme veremos, os polindmios ortogonais na reta real e as fracoes continuas
satisfazem a muitas propriedades, no entanto, como neste trabalho nosso maior interesse
é estabelecer uma conexao entre polindomios ortogonais na reta real e fragoes continuas,
faremos a demonstracao de apenas dois teoremas que contribuirao diretamente com esta
conexao, sendo um deles sobre a relagao de recorréncia de trés termos dos polinémios
ortogonais e o outro envolvendo fragoes continuas.

Sejam (a,b) um intervalo real, —oo < a < b < 0o, e w(z) uma fungdo definida e nao
negativa em (a,b). Se

B
/ w(z)dx > 0,

para qualquer subintervalo [a, ] de (a,b),entdo w(x) é chamada de fun¢ao peso em
(a,b).

Dizemos que {P,,(z)}2°, é uma sequéncia de polindémios ortogonais com relagao a fun¢ao
peso w(x), no intervalo (a,b) se P,(z) é de grau exatamente n, n > 0 e

0, se n # m,

b
< P, P, >= /a P, (z) Py (x)w(x)dr = { pn 70, sen=nm.

Nesse caso, o intervalo (a,b) é chamado de intervalo de ortogonalidade dos polinémios
P,(x).

Uma das propriedades interessante dos polindmios ortogonais na reta real é que seus
zeros sao todos reais distintos e estao no intervalo de ortogonalidade.

Podemos, facilmente verificar que se FPy(x), Py(z), Py(x), ..., P(z) pertencem a uma
sequéncia de polinémios ortogonais, entdao Pj(x), j = 1,2,...,m, formam uma base para
o espaco dos polindmios de grau menor ou igual a m.

Usando a notagao P, () = apn2™ + Gpp 12" + oo 4+ @p 1T + anp, anp # 0, a,; € R,
parai =1, 2,...,n, mostraremos que os polindémios ortogonais satisfazem a uma relacao
de recorréncia de trés termos.

Teorema 1. Seja { P, ()}, uma sequéncia de polindmios ortogonais em (a,b) relativa-
mente & fungao peso w(x). Entao,

Pri1(z) = (Y17 — Busa) Pu(®) — any1 Poa(z), n >0,
com Py(z) =1, P1(x) =0, api1, B, 1n €ER, n>1, ¢

<zP,, P, > Vi1 < Py, P, >

Ap+1,n+1
1= —— 0 1= 1— 5 &5 > Qnt1 = 0.
fyn‘i’ an7n % ) /8n+ ’-Yn+ < Pn7 Pn > Y n-+ Vn < Pn717 Pn,1 > #

Demonstracao. Como Py(z), Pi(z), P2(z), ..., P,(z) pertencem a uma sequéncia de
polinémios ortogonais, entao P;(z), j = 1,2,...,n, formam uma base para o espaco dos
polinémios de grau menor ou igual a n.



Dessa maneira, como xP,(x) ¢ um polinémio de grau n + 1, podemos escrever

n+1

zP,(x) = Z b Pi(x).

Dai, igualando os coeficientes dos termos de maior grau em ambos os membros da igual-

dade acima, temos

Qpp = bn—l—lan—‘rl,n—i-la
ou seja,
b1 = M.
an+1,n+1
Assim, das relagoes de ortogonalidade,

b
@PoB) = [ PualaPo)ula)ds =0 para j<n-2,

o que nos fornece,

n+1

(xP,, Pj) = Zbi (P, P;) =b; (P;,P;) =0 paraj<n-—2.
=0

Portanto, b; = 0se j <n —2, e,
xPy(x) = bpy1 Pry1 () + 0, Py () + b1 Py ().

Logo,
]_ bn— bn
Poi(2) = ——aP,(2) — =Py 1 () — 7= Pu(a),
bn+1 bTH-l bn+1
ou seja,
(1) Po1(2) = (1% — Bpg1) Pu(2) — a1 P (),
com
1 3 b, bn_1
n = 3 n — e Oy == .
T T T M b
Para calcular, os valores de 7,41, an11 € Bni1, basta usar as relagoes de ortogonalidade
e a relagao (1). [

Dizemos que um polinémio estd na forma monica quando o coeficiente do termo de
maior grau ¢ igual a 1.

N [e%s)
Facilmente podemos construir a sequéncia de polindmios ortogonais moénicos {Pn (1’)}
n=0
com relagao a w(zx) a partir dos polinémios ortogonais {P,(x)} -, com relagdo a w(x).
Para isso, basta dividirmos cada P, pelo correspondente coeficiente do termo de maior
grau, isto é,

Qpon
Assim, para obtermos a relagao de recorréncia de trés termos para esses polindmios
monicos, dividimos a relagao de recorréncia do Teorema 1 por a,, 11,41, 0 que nos fornece

—Pn+1(x) = (Vnr17 — 5n+1)—Pn(x) - 04n+1—Pn_1(x)

, n>0
an+1,n+1 an+1,n+1 an+1,n+1

Y



dai,

Poia(z) = (Y17 — Buga)

Pn(x) — Qp41
Ap+1,n+1 Qp+1n+1

QAn.n Ap—1,n—1 P

n—1($)7 n Z 07

an.n ~
€ como = , entao

CLn+1,n+1 Yn+1

Poi(z) = (;v - 5““) Poz) — LB (2), n>0.
Tn+1 TnVn+1

Fazendo algumas manipulacoes algébricas nos coeficientes da relagao de recorréncia
anterior, obtemos a relagao de recorréncia para os polindmios ortogonais monicos

A A

(2) Po1(2) = (2 = Bug1) Pa(2) — 61 P (z), 1 >0,
com condicdes iniciais P_y(z) = 0, Py(x) = 1 e coeficientes
(o) (7 2,)
T = o
<Pnapn> <Pn—17pn—1>

A seguir falaremos sobre fracao continua e algumas de suas propriedades.
Uma fracao continua é uma expressao da forma

(3) Bn-‘rl =

b b bk

b2 0 a1+a2+a3+---’
bs

as +

(4) ap +
a1 +
as +

onde ag, ai,as, ... € by, by, bs, ... sa0 nimeros reais ou complexos, ou func¢oes de variaveis
reais ou complexas.

O lado direito da expressao (4) ¢ uma forma mais pratica de escrever uma fragao
continua pelo fato de economizar mais espago.

b .
Os termos —, i = 1,2, ..., sao chamados de quociente parcial, sendo a; e b;, respectiva-
a;

. : b
mente, os denominadores e numeradores do quociente parcial —.
i

Em Andrade e Bracciali (2005), podemos encontrar vérios exemplos e aplicagoes de

fragoes continuas e também uma reflexao envolvendo aspectos curriculares epistemoldgicos

e didaticos para a discussao da tematica das Fragoes Continuas no ciclo basico.

Consideremos a sequéncia {C,,},~, construida da seguinte forma

C[):CLD
by
01:a0+—
a1
by b
Cy = - =2
2 a0+a1 + as

Wb b

C’n:a0+ —
a; + as + +a,

Dizemos que C), é o n-ésimo convergente da fra¢ao continua (4).



Dizemos que a fra¢do continua (4) converge para um valor K (finito) se apenas um
numero finito de convergentes sao indefinidos e lim C,, = K.

n—0o0
DPn . .
Escrevendo C,, = =, n =0,1,2,... o préximo teorema mostra que p, e g, satisfazem
n
a uma recorréncia.
. Pn . A ) . .
Teorema 2. Seja C,, = —, n > 0, entao as sequéncias {p,} e {q,} satisfazem as relagoes

n
de recorréncia

Dn = QpPp—1 + bnpn—Q
Gn = AnQn-1 + ann—Q
comn > 1, e condigoes iniciais p_1 = 1,py = ag,q_1 =0,q0 =1 e a, # 0 paran > 1.

Demonstracao. Para n = 1, o resultado ¢é vélido, pois
p1=apay +by =aipo+bip-1 e q=ar = aiq +biq1.

Suponhamos que p, = ¢,Pn_1 + bupn_2 € ¢n = @pGn_1 + bpgn_2 valem para n < k, e,
mostremos que também vale paran =k + 1.

Como ; 5 ; 5
Crpr=ag+—  — = =
a1+a2+~--+ak+ak+1
b b b b
Seja ag+— — —]: = C}, onde aj = a;+ Moo C}, o k-ésimo convergente
a1+ag+---+ak ki1
da fracao continua
b b b b
Crp1=ao+—  — el e
a1+a2+---+ak+ak+1

Usando a hipétese de indugao para C};, obtemos

brt1
. ay + _1+ bppi—
. QiDPr—1 + bppr—o o ak+1]pk ! kPh~2
Clein = C = apqe—1 + brqr B br11
L - [ag + lqk—1 + brqr—2
Ak+1
agpr—1 + kpr—2 + (ka )Pk—1
_ - T Ca T aap tbepee1 - Pen
B b1 o +b o ’
aqu71+bqu72+(a + )qkq k+14k k+1Gk—1 qk+1
k41
conforme queriamos demonstrar. [ ]

As férmulas p, = appp_1 + bupn_2 € ¢n = @4pGn_1 + bpgn_2 sdo conhecidas como for-
mulas de Wallis, onde p, e ¢, sao, respectivamente, o numerador e denominador do
n-ésimo convergente.

As féormulas de Wallis fornecem uma ligagao direta entre polindmios ortogonais na reta
real e fragao continuas, como veremos a seguir.

Substituindo

aozoa b1=a17§0, bn+1:—&n+17é0, an:x_ﬁn7 77'217
na fragdo continua (4), obtemos a seguinte fragao continua

(5) a1 (0] Q3

r—=pr-x—=[fr-x—P3--




com oy = .
Pelo Teorema 2, concluimos que o denominador do n-ésimo convergente da fracao fracao
continua (5) satisfaz a seguinte relagao de recorréncia

(6) Qn(x) = (.l’ - Bn)Qn—l(x) - anQn—Z(x> , N Z 17
com q_1(z) =0e q(z) = 1.

Comparando a relagao de recorréncia (6) com a relagao de recorréncia (2), podemos
verificar que a sequéncia dos denominadores do n-ésimo convergente da fracao fracao
continua (5) formam a sequéncia de polinémios ortogonais monicos na reta real.

Para outras informacoes sobre os polinémios ortogonais e fragoes continuas, ver, por
exemplo, Andrews, Askey e Roy (2000) e Chihara (1978).

Conclusoes

No decorrer do nosso estudo com relagao aos polindémios ortogonais na reta real, obser-
vamos que eles satisfazem a varias propriedades que os polinémios de maneira geral nao
satisfazem. Dentre elas, vimos que polindmios ortogonais na reta real satisfazem a uma
relacao de recorréncia de trés termos e possuem todos os zeros reais, distintos e localizados
no interior do intervalo de ortogonalidade.

Em especial, o caminho que usamos para conectar os polindmios ortogonais na reta real
com fragoes continuas foi exatamente a relacao de recorréncia de trés termos.

Embora nao entramos em detalhes, observamos que o estudo das fragoes continuas pode
também ser introduzido para alunos do ensino Médio.

No entanto, neste trabalho nos restringimos a apenas uma pequena parte da teoria das
fragoes continuas e dos polindmios ortogonais na reta real, necessario para estabelecer a
conexao entre os dois temas, mas vimos que a teoria das fracoes continuas e dos polinémios
ortogonais na reta real ¢ muito mais ampla e possuem muitas aplicagoes.
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