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Resumo

O problema de fatoracdo de inteiros tem motivado diversos estudos devido a sua aplicacdo
em sistemas criptogrificos como o RSA (Rivest Shamir Adleman). O NFS (Number Field
Sieve) € um dos métodos de fatoracdo de inteiros mais importantes da atualidade, utilizado na
fatoracdo de nimeros com mais de cem digitos decimais. No entanto, o entendimento do
funcionamento desse método exige muito estudo devido a complexidade dos conceitos
matemadticos envolvidos em seu processo de fatoragdo. Nesse sentido, esse trabalho tem como
objetivo apresentar um estudo tedrico do método NFS, realizado através de pesquisas
bibliogréficas sobre o mesmo.
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1. Introducao

A fatoracdo de inteiros é um problema matemdtico antigo que tem sido muito estudo por
ter aplicacdo direta em sistemas criptograficos de chave publica como o RSA. Isso justifica-se
pelo fato de que se for desenvolvido um método que fatore qualquer inteiro dado, a seguranga
desses sistemas criptograficos estard comprometida [4]. Nesse sentido, estudos sobre métodos
de fatoragdo sdo imprescindiveis.

O NFS figura como o método mais utilizado na fatora¢do de nimeros inteiros com mais de
100 digitos decimais [2]. O entendimento do funcionamento desse método exige um estudo
aprofundado e detalhado de diversos conceitos matemadticos. Nesse sentido, esse trabalho tem
como objetivo apresentar um estudo tedrico do método NFS de fatoragdo de inteiros, visando
disponibilizar conhecimentos sobre o funcionamento desse método de fatoracdo e possibilitar

estudos mais avancados em pesquisas posteriores.

2. Materiais e Métodos



Para alcancar o objetivo proposto o trabalho foi distribuido em quatro etapas
compreendendo:
e Estudo da fundamentacdo matematica aplicada ao método NFS;
e Estudo dos passos do processo de fatoracdo realizado por meio do método
NES;
e Estudo das pesquisas mais recentes relacionadas com o método NFS;
¢ Documentagido do processo de fatoracio pelo método NFS, de forma a facilitar
o entendimento do mesmo.

Esse estudo foi realizado através de pesquisa bibliogréfica.

3. Resultados e Discussao

A idéia fundamental do método NFS, foi desenvolvida por John Pollard em 1988 [3].
Nesta secdo serd apresentado o processo de fatoracdo realizado por esse método de fatoracao.
Mais informagdes podem ser obtidas em [1, 2, 3, 4, 5].

O processo de fatoragdo através do método NFS tem como base o fato de que se existirem
nimeros x e y tais que x> = y>modn, entdo (x+ y)(x—y)=0(modn). Ou seja, os nimeros
a=mdc (x+ y,n) e b=mdc (x—y,n) sio fatores de n. Nesse sentido, a fatoracio de um
inteiro n através do método NFS € realizada supondo-se que é possivel encontrar um
B’e Z[ﬁ] que é um quadrado perfeito e y> € Z que é um quadrado perfeito. Entio pode se
produzir uma congruéncia de diferenca de quadrados para ser utilizada na fatorag@o de n. Essa
idéia tem como base o teorema a seguir:

Teorema: Dado um polinomio f(x) com coeficientes inteiros, uma raiz @€ C, e um
me Z InZ tal que f(m)=0 (mod n), existe uma vinica fungdo ¢ : Z[Q] — Z/nZ satisfazendo
1) ¢ (ab)=¢(a) ¢ (b) Va.be Z6]
2) ¢la+b)=gla)+¢(b) Va,be 7[6]
3) ¢(1)=1 (modn)
4) ¢ (6)=m (modn)
(As condi¢des acima também implicam que ¢ (za)=z¢ (a) Vae Z[H], ze 7).
Pode-se aplicar este teorema para obter uma diferenca de quadrados congruentes

supondo que existe um conjunto finito U de pares inteiros (a,b) tal que

H(a+b9)=,32e H(a+bm)= y*,para fe Z|0] e ye Z. Seja x = ¢ (B). Entio, usando

(a.b)eU (a.b)eU



congruéncias modulo 7, tem-se que x> = ¢ () ¢ (B) = ¢ (,32) =g ( H(a + bG)J

(a.b)eU

= H(¢(a +h6)) = H(a +bm) = y*. Portanto, uma relacio x*> = y*(modn) foi criada.
(a.b)eU (a.b)eU

Para um melhor entendimento do método NFS, serd apresentado um exemplo numérico do
processo de fatoracdo realizado por esse método, obtido em [2]. Considere o nimero
composto n = 45113. Em primeiro lugar, deve-se encontrar um polindmio f: R—R com
coeficientes inteiros, e um me N que satisfaca f{m) =0 (mod n). Por exemplo, param = 31 e
considerando n=am® +am"“™" +...+a tem-se 45113 = 31° +15-31> +29-31+8. Ou seja,
o polinémio serd dado por f(x)= x> +15x* +29x+8, pois, f(31)=45113=0modn .

Em segundo lugar obtém-se uma base de fatores racionais. Por exemplo, considerando os
ndmeros primos inferiores a 30, tem-se R= (2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23,29).

Depois de obtida essa base, constréi-se uma base A representada por pares (r, p) onde p é
um primo e r satisfaz f{r) = 0 (mod p). Aleatoriamente € escolhido um p inferior a 90 tal que

para V, , fl{r,) = 0 (mod p). Para cada r, é adicionada uma entrada (r,, p) para A. Esse

processo € repetido para todos os p no conjunto dos nimeros primos inferiores a 90. Por
exemplo, parap =2 er = 0tem-se f{r)=r’ +15r" +29r+8 = f{r)= 0° +15-0° +29-0+8
= fir)=8 = 8 mod 2 = 0. Como f{r) = 0 (mod p) obtemos assim o par (0,2). Realizando esses
célculos para os demais pares, obtém-se:

A =1{(0,2), (6,7), (13,17), (11,23), (26,29), (18,31), (19,41), (13,43), (1,53), (46,61), (2,67),
(6,67), (44,67), (50,73), (23,79), (47,79), (73,79), (28,89), (62,89), (73,89)}

Depois de obtida a base A, é necessdrio obter uma base Q de pares (s, g), escolhendo
primos que ndo estejam na base A. Para cada g deve-se encontrar s que satisfaca f{s) = 0 ( mod
g). Por exemplo, para ¢ = 97 e s = 28 tem-se f{s) = f(28) = 28’ +15-28+29-28+8 =
34532 (mod 97) = 0. Assim obtém se o par (28,97). O mesmo procedimento € realizado na
obtencdo dos demais pares. Dessa forma, tem-se Q = {(28,97), (87, 101), (47, 103), (4, 107),
(8, 107), (80, 107)}

O préximo passo € encontrar pares (a, b), que satisfacam a + bmm e a + bO. Nesse caso,
tem-se 38 pares que satisfazem essas condi¢des: (-73,1) (-13,1) (-6,1) (-2,1) (-1,1) (1,1) (2,1)
(3,1) (13,1) (15,1) (23,1) (61,1)(1,2) (3,2) (33,2) (2,3) (5,3) (19,4) (14,5) (37,5) (313,5) (11,7)
(15,7) (-7,9)(119,11) (-247,12) (175,13) (5,17) (-1,19) (35,19) (17,25) (49,26) (375,29) (9,32)

(1,33) (78,37) (5,41) (9,41). Esses pares devem entdo ser representados em uma matriz de 0’s



e 1’s, como segue. Calcular a+bm para cada par (a,b). Se o resultado for positivo a entrada é
igual a 0, se for negativo entrada 1. Para o par (119,11) e m = 31, tem-se (a+bm) =
119+11-31=460. Como o resultado € positivo a entrada recebe 0. Depois de calculado
a+bm fatora-se o valor encontrado. Os fatores serdo divisiveis pelos nimeros da base R.
Usando entdo os expoentes destes fatores tem-se, para o par (119,11) que (a+bm) = 460 =
2°.5.23. Ou seja, a representagio serd dada por:

0 0010000010

O passo seguinte serd verificar se um elemento particular de A divide a + bé. Para essa
verificacdo é utilizado o polindmio (—b)* f(—a/b), onde d é o grau do polindmio. Ou seja,
a+ bl= (=b) f(-alb) = a’ —15a’b+29ab* —8b*. Para o par (119,11), tem-se (a + b6)
=(-11)°f(=119/11) = 119y’ =15-(119)*-11+29-119-(11)> =8-(11)’= 244 483 =
—1-41-67-89 . Logo, os pares que satisfazem essa condi¢do sdo:

(19,41), (2,67), (6,67), (44,67), (28,89), (62,89), (73,89)

Em seguida, para cada um desses pares € calculada a congruéncia a = - br( mod p ). Para o
par que satisfaz a congruéncia dada atribui-se 1. Para os demais pares de A atribui-se 0. Ou
seja, para o par (119,11) tem-se:

00000010000010000010

O préximo passo € calcular o simbolo de Legendre (a+bs

zlj, para os pares do

conjunto Q. Cada entrada serd definida como 0 se o resultado for igual a 1. Caso contrério, a
entrada serd 1. Assim, para o par (a, b) = (119,11) e para os pares do conjunto Q tem se:
110000
Em seguida, é montada uma matriz X, cujas linhas sdo determinadas pelos pares (a,b),
através do processo ja descrito. Ou seja, a linha de X referente ao par (119,11) serd dada por:
[0 0010000010 00000010000010000010 110000 ]

Nesse caso, a matriz X terd 38 linhas e 37 colunas. Aplicando- se o processo de
eliminacdo gaussiana [5] em X e, a0 mesmo tempo na matriz identidade I, .., serd possivel
obter uma ou mais linhas nulas em X. A linha correspondente em I, poderd assim, possibilitar
a obtencdo de uma diferenca de quadrados. Nesse exemplo, uma das solucdes sera:

[0,0,0,1,0,1,0,0,1,1,1,0,0,1,1,0,1,1,1,0,0,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0]

Utilizando os pares (- 2,1), (1,1), (13,1), (15,1), (23,1), (3,2), (33,2), (5,3),(19,4), (14,5),

(15,7), (119,11), (175,13), (-1,19), (49,26) correspondentes aos 1’s que aparecem na solug¢ao



encontrada, obtém-se H(a pev (a+bm)=45999712751795195582606376960000 e
H(a by (a+bB)= 58251363820606365 6> + 149816899035790332 6  +

75158930297695972. Ou seja, 2553045317222400° = H(d ey (a+bm) e

(10814102162 +235698019- 6+ 62585630) = [, , (a+b6)e

(a,b)eV

¢ (108141021-6° + 235698019 6+ 62585630)= 111292745400
Logo, 111292745400° = 2553045317222400°  (modn) e
mdc (45113,111292745400 + 2553045317222400) = 197
mdc (45113,111292745400 — 2553045317222400) = 229

Portanto, n =45113 = 197 - 229, e a fatoracao foi concluida.

E notdvel, que o processo de fatoracio de niimeros inteiros através do método NFS é
bastante complexo, necessitando de estudos aprofundados dos aspectos matematicos
envolvidos em seu contexto.

Através desse estudo, foi possivel obter conhecimento e experiéncia sobre o
funcionamento do método NFS e divulgar conhecimentos que possam servir como base para
facilitar estudos mais avangados sobre 0 mesmo.
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