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Ciéncias Exatas e da Terra

Resumo - Este trabalho apresenta os métodos de interpolagdao de Lagrange, Newton e spline,
importantes para aproximagdes de funcdes, pois fazem estimacdes de pontos dentro de um
intervalo conhecido, sendo possivel verificar suas precisdes através de cdlculos de erros. Os
dois primeiros fazem estimacdes em subintervalos ou ao longo de todo intervalo enquanto que
a interpolacdo por Spline trabalha apenas subintervalos do intervalo conhecido.
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1- Introducao
Métodos de interpolacdo sao utilizados para estimar valores de uma func¢ao dentro de um
intervalo conhecido. Isto é, num conjunto de dados tabelados, podemos inserir pontos entre os

mesmos. Conhecendo os conjuntos (x,,f(x,)),(x,,f(x,)),....(x,,f(x,)), ou seja, (n+1)

pontos, podemos obter o polindmio interpolador P(x). O grau de P(x) serd no maximo n,
porém dependerd do nimero de pontos que se pretende interpolar e da precisdo que se almeja
(RUGGIERO e LOPES, 1997; SPERANDIO, MENDES e SILVA, 2003). A interpolacdo é
aplicavel na resolugdo de problemas como: crescimento populacional, na resolucdo de
problemas fisicos, computacionais, entre outros.

O grau do polindmio interpolador depende do nimero de pontos conhecidos € de pontos
que se quer interpolar, pois polindmios de graus muito elevados podem causar extrapolagao.

Conforme se pode verificar na Figura 1 (RUGGIERO E LOPES, 1997).
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Figura 1 — Funcao e seu polindmio interpolador



2 - INTERPOLACAO POLINOMIAL

Nesta se¢do serdo detalhados os métodos de Lagrange, Newton e Splines.

2.1 - Forma de Lagrange

Sejam xy, ..., x,, (n+1) pontos distintos, y; = f(x;), i= 0, ...,n € p,(x) o polindmio de grau
menor ou igual a n que interpola f em xy .., X, Podemos representar
p,(x)=Y,Ly(x)+Y,L;(x)+---+Y,L,(x), onde os polindmios Li(x) sdo de guau n. Para cada i,
queremos que a condi¢do p,(x;)=y; seja satisfeita, ou seja, (SPERANDIO, MENDES ¢
SILVA, 2003):

pn(x; )=YoLo(x; )+ Y Ly(x; )+...+ Y, Ly(x; )= y;
Com esta condi¢ado, definimos L(x) da seguinte forma:

L, (x)= (x—x,) (x=x,) o (x=x,,) (x—x,, ) (x—x,)

('xk - xo)'(xk _xl)""’(xk - xk—l)'(x_ xk+1)"” '(xk - xn)

O numerador Li(x) € um produto de n fatores da forma (x - x;), i=0, ..., n, i # k. Assim Li(x)
€ um polindmio de grau n e entdo, p,(x) < n.
Além disso, para x = x;, i = 0, ...,n temos:
P, (xi)= Z YLy (xi)= yiLi(xi)z Yi
k=0
Entdo, a forma de Lagrange para o polindmio interpolador é:

P,(x)=3 y.L,(x)

k=0
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2.2 Forma de Newton

A forma de Newton para p,(x) que interpola f(x) em xo, xj, ..., X,, (n+1) pontos distintos é
(RUGGIERO e LOPES, 1997; CUNHA, 2000):

P(x)=d,+d (x—x,)+d,(x—x,)x=x )+ +d, (x—x )x—x)(x-x,,) ()

Seguindo, temos:

1) O operador de diferencas divididas, uma vez que os coeficientes di, k = 0, 1, ..., n acima
sdo diferencas divididas de ordem k entre os pontos (x;, fixj)), j =0, 1, ..., k.

ii) a dedugdo da expressao de p,(x) dada por (2).



2.2.1 Operador de diferencas divididas

Seja f(x) uma funcdo tabelada em n+/ pontos distintos: xy, Xxj, ..., x,. O operador de
diferengas divididas € definido por (RUGGIERO e LOPES, 1997):

_f [X() ]= f (X()) (ordem zero )

f[)‘()y)‘]]= f[XI]_f[XO]: f(xl)_f(x()) (ordem 1)

X — Xo X = Xo
j[xo,x],xz]: f[XIYXZ]_f[XOYXI] (ordem 2)
X2 = Xp
,/'[Xo,xhxg,x;]: f[xl,xz,x\;]— f[xoyXIYXZ] (ordem 3)
X3 = Xp
f[xo,x],xz,--- ,xy,]= f[x,,xz,-" ,x,,]— f[xo,xl,xz - ,x,,,/] (ordem n)
Xp = X0

Dizemos que di;=f[xo, X1, ..., Xx] € a diferenca dividida de ordem k da funcao f{(x) sobre os

k+1 pontos.

2.3 - Funcoes Splines e Interpolaciao
As fungdes splines atendem 4 condi¢des (RUGGIERO e LOPES, 1997; SCHEID, 1991):
1) Dividimos o intervalo [x, , x,] em subintervalos [x;, xi+;],comi=0, I,.., (n—1)e a
cada subintervalo teremos uma aproximacdo polinomial diferente, obtendo assim
S,(x), um polindmio de grau p, definido por:

so(x), Xo £ x < xy

Sp(x)— SI:(X) xl:SXSXZ

Sp-1 (x)’ Xp-1 £ XS xy

2) O intervalo [a, b] € 0 denominador da fun¢do Sp(x);
3) S,(x) deve ser continua e possuir derivadas continuas até ordem (p —I), em [a, b];

4) Sy(x;)) =fx;),comi=0, I, ..., n.

2.3.1 - Spline Linear Interpolante

Para realizar a interpolagdo € preciso conhecer (n + /) pontos distintos, chamados de nos.
A interpolacdo por spline linear é dada por S;(x), nos pontos xy, xj,..., X, € nos subintervalos
[xi;, x:],i=1, 2,..., n como:

X—X;_
- j '—117 Vxe[xi—bxi] 3)
Xi = Xi—1 Xi = Xi—]

A Figura 2 ilustra o caso da aproximag¢do de uma funcao por spline linear. Observamos que

Si(x) € continua no intervalo definido, porém nao é derivdvel em todo o intervalo. Entdao



vemos que essa aproximacao ndo € a mais adequada, pois além de nao ser derivavel em todo o
intervalo, Si(x) ainda sofre mudancas
bruscas de um subintervalo para

outro.

Figura 2 — Aproximacdo de uma fun¢do por Spline linear

2.3.2 — Spline Cubica Interpolante
Uma spline cibica S3;(x) é uma fungdo polinomial por partes, continua, onde cada
parte, S, (x), € um polindmio de grau 3, definida num intervalo [xi.;, xx], k = 1, 2, ..., n. A
spline cubica, possui derivada primeira e segunda continuas, que a torna uma curva suave e
sem mudangas nas curvas de cada subintervalo (CUNHA, 2000).
Suponha f(x) dada por x;, com i = 0, I,..., n, onde existem n polindmios de grau 3, sy(x).
S3(x) deve satisfazer cinco condi¢des:
1) S3(x) = Si(x) para x€ [xx;, xxl, k=0, 1,..., n;
i) S3(x;) = fix),comi=1,2,..., n;
i) si(xp) = sees(x0), k=1, 2, ...,  (n-1);
1v) s'k(xx) = k1), k=1, 2, ..., (n-1);
V) $Vkx) =8 kei(x), k=1, 2,..., (n-1).

Com essas condi¢des chegamos a quatro coeficientes. Fazendo s;(x;)=g; € f (xk): Vi

temos:
“Sk= ~vVi_; 2higr+8i_ih
ap =S8kt 8k Yk Vier | skt 8ici e d =y,
Ol 2 Iy 6
Pela condigdo (iv) chega-se a equacao (4)
Yierl = Vi _ Yk = Vi-
higr_; +2(/’lk +hk+])gk+hk+1gk+1=6[ k+1 k_Jk k ]J (4)
hicsi hy

A equacdo (4) pode ser representada na forma matricial Ax = b. Sendo x = (gy, g;.., &), a

matriz incégnita



n (n=1)x (n+1)

n n-1 (n-1)x1

Resolvendo este sistema, podemos entdo determinar ay, by, ci € di, para cada si(x ).

3- Materiais e métodos

O Projeto foi desenvolvido através de semindrios semanais que foram apresentados pela
académica a todos os interessados na drea. A bolsista contou com o auxilio do orientador na
apresentacdo destes semindrios. Os métodos estudados foram aplicados a andlise do
crescimento da cana-de-aguicar, em conjunto com pesquisadores do curso de agronomia da
unidade universitdria de Cassilandia. O métodos sdo implementados computacionalmente

através do software MATLAB.

4- Resultados e Discussao

Este projeto estuda métodos de interpolagdo polinomial e procura aplicd-los a pesquisas
desenvolvidas na unidade universitiria de Cassilandia. Embora os resultados ndo sejam
mostrados neste trabalho, por falta de espaco, tais métodos sdo eficientes para o caso
estudado, com uma ligeira vantagem para o método de Newton. Para este caso, todos os
pontos interpolados obtiveram alturas dentro dos intervalos estudados, a maioria dos erros
ficou abaixo de 10%, considerado excelente por estudiosos em agronomia. Como forma de
divulgacdo do projeto, foi apresentada uma comunicagdo oral na V semana académica do
Campus da UFMS de Paranaiba com o titulo “Interpolacdo Spline usada no Cdlculo da altura
da Cana-de-aciicar”. Com o mesmo titulo foi submetido e aceito para publicagdo um artigo

cientifico a revista Omnia Exatas. Outros trabalhos estdo sendo preparados para publicacgao.
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